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D:. bisher über Brennpunktseigenschaften höherer alge- 
braischer Kurven erschienenen Arbeiten, von denen hauptsächlich 
die Untersuchungen von Salmonin seinem: „Treatise of the higher 
plane curves“ *) und die im 64. Band des Crelle’schen Journals 
erschienene Abhandlung von Siebeck: „Über eine neue analytische 
Behandlungsweise der Brennpunkte“ zu erwähnen sind, haben 
sich in erster Linie das allgemeine Problem gestellt, die Anzahl 
und die Lage der Brennpunkte einer Kurve n.Ordnung zu be- 
stimmen. Aus den Gleichungen, welche die Lage der Brenn- 
punkte lieferten, war es sodann möglich, Relationen abzuleiten, 
welche — für alle algebraischen Kurven gültig — vor allem 
die Winkel zwischen den Brennstrahlen, die von den Brenn- 
punkten auf eine Tangente gefällten Lote, die Brennpunkts- 
distanzen eines Kurvenpunktes und endlich in besonderen Fällen 
das Problem der Confocalität zweier Kurven betrafen. 

Da die erwähnten Untersuchungen, wie bereits angedeutet, 
sich allgemein fast ausschliesslich auf Kurven ».Ordnung und 
auf solche Brennpunktseigenschaften erstreckten, die allen 
algebraischem Kurven gemein sind, so erhellt sofort, welch’ ein 
weites Gebiet bei der Mannigfaltigkeit der algebraischen Kurven 
noch in seinen einzelnen Teilen der Behandlung offen steht, 
nachdem seine äusseren Umrisse festgestellt sind. Es soll nun 
unsere Aufgabe im Folgenden sein, die Modificationen zu be- 
stimmen, welche die allgemeinen Brennpunktseigenschaften er- 
fahren, wenn die Kurven 3. Ordnung und 4. Ordnung den 
Erörterungen zu Grunde gelegt werden. Die Hauptpunkte, die 


*) Wir werden im Folgenden immer die deutsche Übersetzung dieses 
Werkes von Fiedler citieren. 
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wir bei diesen Untersuchungen zu beachten haben, werden 
besonders folgende sein: Nachdem wir in einem allgemeinen 
Überblick die verschiedenen Methoden zur Bestimmung der 
Brennpunkte einer Kurve und die Vorteile jeder derselben 
characterisiertt haben, werden wir die Einschränkungen zü 
bestimmen suchen, welche die Anzahl der Brennpunkte erfährt, 
wenn die unendlich ferne Gerade in besondere Beziehungen zur 
Kurve tritt. Der Einfluss der Lage der unendlich fernen 
Geraden zur Kurve auf die Anzahl und Lage der Brennpunkte 
bedarf vor allem bei den Kurven 3. Ordnung einer näheren 
Erörterung. Wir werden sodann die entwickelten Methoden 
auf mehrere Beispiele anwenden und die Anzahl und Lage der 
Brennpunkte bei den wichtigsten Kurven 3. und 4. Ordnung 
feststellen, indem wir die Örter der Brennpunkte einer ein- 
gehenden Discussion unterziehen. Endlich können wir an 
einigen Beispielen auf Grund der erwähnten Bestimmungen die 
geometrischen Eigenschaften der Brennpunkte herleiten unter 
der Rücksichtnahme auf die entsprechenden Eigenschaften der 
Kegelschnitte. 


IL. Teil. 
Die 


allgemeinen Brennpunktseigenschaften einer algebraischen 
Kurve n. Ordnung. 


1. Die verschiedenen Methoden zur Bestimmung der Lage der Brennpunkte 
einer Kurve. 

Ehe wir einen Überblick über die verschiedenen Methoden 
geben, welche zur Auffindung der Lage und Anzahl der Brenn- 
punkte einer algebraischen Kurve dienen, sei es gestattet, an 
eine charakteristische Eigenschaft der Brennpunkte der Kegel- 
schnitte zu erinnern, da uns diese Bemerkung zu einer allgemeinen 
Definition eines Brennpunktes führen wird. 

Man kann einen Kegelschnitt als den Ort eines Punktes 
definieren, dessen Entfernung von einem festen Punkte, dem 
Brennpunkte zu seiner Entfernung von einer festen Geraden, der 
Directrix, in einem constanten Verhältnis steht. Nehmen wir 
die Directrix zu einer Coordinatenaxe, bezeichnen den Abstand 
eines Kurvenpunktes von derselben mit x, und nehmen wir 
endlich zwei durch den Brennpunkt gehende Geraden xı =0 
und xz2=0, welche auf einander senkrecht stehen sollen, als 
weitere Coordinatenaxen an, so können wir einen Kegelschnitt 
uns in der Gleichung repräsentiert denken: 

(1) \ . Eu Lena ee rg, 
einer Gleichung, welche eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel 
darstellt, jenachdem e kleiner als 1, grösser als 1, oder gleich 
1 ıst. Wir beachten ferner, dass durch eine Gleichung von 
der Form L.N=M?, worin L, M und N lineare Funktionen 
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der Ooordinaten sind, ein Kegelschnitt vorgestellt wird, welcher 
die Geraden L=o und N=o zu Tangenten und die Gerade 
M==0o zur Berührungssehne dieser Tangenten hat. Dies ergiebt 
sich sofort, wenn man berücksichtigt, dass die Gleichung 

(2) | S+k.8'=0o, 
in welcher S=o und S5’=o Kegelschnitte sind, einen neuen 
Kegelschnitt bedeutet, der durch die vier Schnittpunkte von 
S=o mit S’=o hindurchgeht. In der Gleichung (2) können 
S= 0 und = 0 auch in das Product von je zwei Geraden zer- 
fallen, sodass eine Gleichung: 

(3) i a ee 
einen durch die vier Schnittpunkte von & und ß mit 5 gehenden 
Kegelschnitt repräsentiert. Fallen die beiden Geraden « und ß 
in eine zusammen, so vereinigen sich auch je zwei Schnittpunkte 
dieser Geraden mit dem Kegelschnitt S; der neue Kegelschnitt 
wird .also den alten in zwei Punkten berühren. Zerfällt ausser- 
dem noch der ursprünglich angenommene Kegelschnitt in zwei 
Geraden, so werden die letzteren Tangenten des neuen Kegel- 
schnitts sein, sodass unsere obige Behauptung gerechtfertigt ist, 
nämlich, dass durch: 

(4) N Kun, We 
ein Kegelschnitt vorgestellt wird, welcher die Geraden L=o 
und N=0 zu Tangenten und M= 0 zur Berührungssehne der- 
selben hat. | 

Da wir nun unsere oben aufgestellte Gleichung (1) eines 

Kegelschnitts auf die Formen bringen können: 


(5) . m?=e?x?—x2?—= (ex3 +22) (exs — %), 
(6) 02? — 090 m? — (ers +) lex m), 
(7) . @23?—=(aı +ia2)(cı —i28e), 
so sehen wir, dass sowohl die Geraden: 
ex +02 —=0,.. 0X — 02 —=0, 
es Tamı =0,..e m —M—=0 


Tangenten sind, als auch der Kegelschnitt von den beiden sich 
im Brennpunkt xı =0, x2 = 0 schneidenden Geraden: 
X&ı +ixe =o und u —im=0 


. 


berührt wird. Die letzteren Tangenten sind identisch mit den 
beiden Geraden, welche den Brennpunkt mit den beiden imagi- 
nären unendlich fernen Kreispunkten verbinden. Es kann also 
umgekehrt bei den Kegelschnitten der Brennpunkt als der 
Schnittpunkt von zwei aus den imaginären Kreispunkten ge- 
zogenen Tangenten betrachtet werden. 

Analog diesem Resultat giebt Plücker im 10. Bd. von 
Crelle’s Journal eine allgemeine Definition von Brennpunkten 
höherer algebraischer Kurven, wonach dieselben die Schnittpunkte 
von je zwei aus den beiden imaginären Kreispunkten im Un- 
endlichen an die betreffende Kurve gelegten Tangenten sind. 

Auf der letzten Definition beruhen die verschiedenen Me- 
thoden, welche zur Auffindung der Lage der Brennpunkte dienen. 
Von diesen Methoden ist wohl am einfachsten die, welche die 
Bedingung, dass eineTangente durch einen der beiden unendlich 
fernen imaginären Kreispunkte geht, derart ausdrückt, dass die 
Coordinaten einer durch einen der imaginären Kreispunkte 
gehenden Geraden in die Gleichung der Kurve in Liniencoordinaten 
substituiert werden. Wenn x =]1, y=i, 2=0 die homogenen 
Coordinaten eines der unendlich fernen imaginären Kreispunkte 
sind, und 

(8) . ua +oy+-w=o0 
die Gleichung einer geraden Linie in rechtwinkligen Coordinaten 
bedeutet, so wird diese Gerade durch den zuerst erwähnten 


Punkt gehen, wenn «= — 1, v—= —i ist, sodass die Gleichung 
(9) : oe 2—iytw=0 

die einer Geraden ist, welche durch einen unendlich fernen 

imaginären Kreispunkt geht. Also sind v=—1, =-—1, 


w=32-+-iy als Coordinaten einer durch einen der Kreispunkte 
gehenden Geraden zu betrachten. Ist daher 
(10) : ur), = 
die Gleichung einer Kurve in Liniencoordinaten, so liefert die 
Gleichung | 
(11) .  Fol,—,2+iy)= 0 
die sämtlichen durch den betreffenden Kreispunkt gehenden 
Tangenten, und somit sind aus Gleichung (11) auch die Brenn« 
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punkte zu erhalten, da diese wiederum die Schnittpunkte der 
Tangenten sind. 

Es liefert die beschriebene Methode den von Siebeck (im 
64. Bd. von Crelle’s Journal) hervorgehobenen Vorteil, dass, wenn 
man für x+:iy im der oben erhaltenen Gleichung (11) eine 
neue Variabele 2 substituiert, man eine algebraische Funktion 
einer complexen Variabeln: 

(12) E F(—1, —i,2)=0 
erhält. Das Problem der Brennpunkte ist somit auf die Theorie 
der Algebra binärer Formen zurückgeführt. 

Wenn dagegen die Gleichung einer Kurve in Liniencoordinaten 
nicht gegeben ist, so wird die beschriebene Methode ohne wei- 
teres nicht anwendbar sein; man verfährt dann zur Auffindung 
der Brennpunkte am besten so, dass man die Bedingung aufstellt, 
unter der zwei von den Schnittpunkten einer aus einem der 
imaginären Kreispunkte gezogenen Geraden mit der Kurve zu- 
sammenfallen. Die Anwendung dieser Methode bietet keine 
weiteren Schwierigkeiten, wie wir weiter unten an mannigfachen 
Beispielen zeigen werden. 

In beiden Fällen erhält man die Brennpunkte als die Schnitt- 
punkte von zwei geometrischen Örtern. Es ist wohl kaum zu 
erwähnen, dass diese beiden Brennpunktsörter nur unter der 
Rücksichtnahme die einfachsten sind, als eben ihre Schnittpunkte 
die Brennpunkte selbst liefern. Natürlich können durch die 
Brennpunkte noch einfachere einzelne Kurven gelegt werden, 
besonders wenn man nur die reellen berücksichtigt; aber wir 
werden sehen, dass wir auf die beschriebene Weise immer das 
einfachste Kurvensystem erhalten, das in seinen gemeinschaftlichen 
Punkten sämtliche Brennpunkte der Kurve liefert. 


2. Die Anzahl der Brennpunkte einer Kurve. 


Nach der oben erwänten Definition der Brennpunkte sind 
diese die Schnittpunkte von je zwei der aus den beiden unendlich 
fernen Kreispunkten an die Kurve gelegten Tangenten. Von 
einem jeden der beiden Punkte lassen sich an eine Kurve 
y‚Klasse v Tangenten legen, welche sich in v? Punkten durch- 
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schneiden; es wird eine Kurve v.Klasse also v? Brennpunkte haben. 
Von den v?Brennpunkten sind jedoch nur vreell; denn es sei die 
Gleichung einer von einem der beiden imaginären unendlich 
fernen Kreispunkte, den wir mit / bezeichnen wollen, gezogenen 
Tangente in der Form gegeben: 


(1) i A+Bi=o, 
mit A und B als linearen Functionen der Coordinaten, so wird 
dieser die von dem anderen Punkte J gezogene Tangente: 


(2) N A—Bı=o 


entsprechen. Beide Tangenten schneiden sich in dem reellen 
Punkte A=0o, B=0o, während auf keiner von beiden ein anderer 
reeller Punkt möglich ist, weil eine Gerade mit zwei reellen 
Punkten nicht imaginär sein kann. Somit schneiden sich die 
2yTangenten auch nur invreellen Punkten. Diese Zahl der 
reellen Brennpunkte erfährt aber noch weitere Einschränkungen, 
sobald die Kurve in besondere Beziehungen zur unendlich fernen 
Geraden oder zu den imaginären Kreispunkten im Unendlichen tritt. 


Betrachten wir zunächst den Fall, wo die unendlich ferne 
Gerade eine gewöhnliche Tangente ist, welche die Kurve in nur 
einem Punkte berührt, so wird die Anzahl der von jedem der 
imaginären Kreispunkte zu ziehenden übrigen Tangenten gleich 
v—1 sein. Im ganzen können wir also ausser der unendlich 
fernen Geraden 2(v—1) Tangenten aus den imaginären Kreis- 
punkten an die Kurve legen. Die einzigen Brennpunkte, welche 
nicht im Unendlichen liegen, sind dann die Schnittpunkte von 
je zweien dieser 2 (v—1) Tangenten, von welchen (v— 1)? Schnitt- 
punkten wieder nur v—1 reellsind. Ebenso ergiebt sich allgemein, 
dass, wenn die unendlich ferne Gerade die Kurve smal berührt, 
die Anzahl der reellen endlichen Brennpunkte gleich v— ist. 


Einer besonderen Untersuchung bedürfen noch die Fälle, in 
welchen die unendlich ferne Gerade eine Rückkehrtangente oder 
eine Inflexionstangente der Kurve ist. Bevor wir jedoch in die 
Erörterung dieser Spezialfälle eintreten, haben wir- zunächst die 
allgemeine Frage zu entscheiden, wieviel Tangenten sich von 

1 * 
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einem Punkte einer Rückkehrtangente an die betreffende Kurve 
legen lassen, ausser der Rückkehrtangente selbst. 

Man denkt sich gewöhnlich eine Rückkehrtangente entstanden 
durch Zusammenfallen von den beiden Tangenten eines Doppel- 
punktes, der in diesem Falle zum Rückkehrpunkte wird *). Nichts 
destoweniger zählt die Rückkehrtangente unter den Tangenten, 
welche von einem auf ihr liegenden Punkte an die betreffende Kurve 
gelegt werden können, nur für eine. Schon der Umstand, dass die 
Rückkehrtangente die betreffende Kurve im Rückkehrpunkt nur in 
drei und nicht in vier Punkten schneidet, von denen zwei zu- 
sammengenommen als, ein gewöhnlicher Berührungspunkt zu 
betrachten sind, während der dritte der Schnittpunkte der 
Tangente mit dem ursprünglich vorhandenen Oval ist, lässt er- 
kennen, dass die Rückkehrtangente eigentlich nur als einzelne 
Tangente zu zählen ist. Jedoch auch allgemein lässt sich zeigen, dass 
die Rückkehrtangente unter den Tangenten, welche von einem auf 
ersterer liegenden Punkte an die Kurve gelegt werden können, für 
eine zu rechnen ist. An eine Kurve ». Ordnung können nämlich im 
Allgemeinen n(n— 1) Tangenten von einem Punkte aus gelegt 
werden, deren Berührungspunkte die Schnittpunkte der ersten 
Polaren des betreffenden Punktes mit der Kurve sind. Besitzt 
nun die Kurve einen Rückkehrpunkt, so wird die 1. Polare eines 
beliebigen Punktes immer durch den Rückkehrpunkt gehen und 
in letzterem die Rückkehrtangente berühren, sie wird also im 
kückkehrpunkt drei Punkte mit der Kurve gemein haben**). Wenn 
ausserdem der als Ausgangspunkt der Tangenten angenommene 
Pol auf der Rückkehrtangente selbst liegt, so hat die erste Polare 
im Rückkehrpunkt einen Doppelpunkt, sodass von dem Rückkehr- 
punkt vier Schnittpunkte der Kurve mit der ersten Polare 
absorbiert werden. Es können demnach von einem Punkte der 
Rückkehrtangente nur noch n (n— 1)— 4 andere Tangenten ausser 
der letzteren an die Kurve gelegt werden. | 

Besitzt ferner eine Kurve rn. Ordnung eine Inflexionstangente, 
so muss diese als so entstanden gedacht werden, dass zwei 


*) Salmon, „Höhere Kurven‘ Art. 38. 
**) cf, Duröge, „Die ebenen Kurven dritter Ordnung“. Art, 180. 
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Tangenten in einem Inflexionspunkt zusammengefallen sind *). 
Die Inflexionstangente ist deshalb für zwei zu zählen, und von 
einem Punkte derselben können nur noch » (nr — 1)— 2 weitere 
Tangenten an die Kurve ». Ordnung gelegt werden. 


Wenden wir diese Ergebnisse auf die Bestimmung der Anzahl 
der Brennpunkte einer Kurve an, so haben wir den Satz, dass 
die Anzahl der reellen im Endlichen liegenden Brennpunkte einer 
Kurve v. Klasse auf v—1 sinkt, wenn die unendlich ferne Gerade 
eine Rückkehrtangente, dagegen auf v—2, wenn diese eine 
Inflexionstangente der Kurve ist. Im ersteren Falle können 
nämlich nur noch v—1, im zweiten v—2 weitere Tangenten aus 
einem der beiden imaginären Kreispunkte im Unendlichen an 
die Kurve gelegt werden. Allgemein können wir für die Anzahl 
der reellen endlichen Brennpunkte die Formel aufstellen: 


(3) .  B=nn—1) —25—3k—0—r—2i; 
hierin ist » die Ordnung der Kurve, 
ö die Anzahl der Doppelpunkte der Kurve, 
k die Anzahl der Rückkehrpunkte, 


so die Anzahl der einfachen Berührungspunkte der unendlich 
fernen Geraden mit der Kurve, 


t die Anzahl der Spitzen, in welchen die unendlich ferne 
Gerade Rückkehrtangente ist, 


i die Anzahl der Inflexionspunkte, deren Inflexionstangente 
die unendlich ferne Gerade ist. 


3. Die Brennpunkte der eirceularen Kurve. 


Die im vorigen Abschnitt aufgestellte Formel (3) für die 
Anzahl der reellen im Endlichen liegenden Brennpunkte erleidet 
eine besondere Modification bei den sogenannten cireularen 
Kurven. Man nennt eine Kurve circular, wenn sie durch die 
beiden imaginären Kreispunkte / und J im Unendlichen geht; 
und zwar wird immer, solange die Kurve reell ist, auch der 


*) cf. Salmon. „Höhere Kurven“. Art. 46. 
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Punkt J in der Kurve liegen, wenn / in der Kurve liegt; und 
wenn J ein singulärer Punkt der Kurve ist, so muss / ein 
singulärer Punkt derselben von der gleichen Art sein. Denken 
wir uns beide imaginären Kreispunkte zunächst als einfache 
Punkte der Kurve und die unendlieh ferne Gerade in keiner 
weiteren Beziehung zu der Kurve, so setzen sich die vom Punkte 
I aus an die Kurve zu legen möglichen Tangenten zusammen aus 
der zweifach zählenden Tangente in / selbst und aus v—2 anderen 
Tangenten, wenn nämlich die Kurve von der v.Klasse ist. Denn 
die Tangente im Punkte / zählt für zwei, weil die Polare eines 
Punktes auf einer Kurve ». Ordnung in Bezug auf die Kurve 
dieselbe in dem Punkte berührt, sodass sie also nur noch 
n(n — 1) — 2 weitere Schnittpunkte mit der Kurve haben kann, 
somit ausser der Tangente in dem Kurvenpunkte selbst noch 
n(n — 1) — 2 weitere Tangenten von diesem aus sich an die 
Kurve legen lassen. Auf dieselbe Weise sind auch die vTangenten 
des Punktes J zusammengesetzt. Die v? Brennpunkte, — worunter 
wir also auch jetzt die imaginären zählen — können wir als 
aus folgenden Gruppen zusammengesetzt uns vorstellen: 1) dem 
reellen Schnittpunkte der Tangenten in den Punkten / und J 
selbst; dieser Schnittpunkt ist vierfach zu rechnen, da sich in 
ihm zwei Linien schneiden, deren jede doppelt zählt, von diesen 
vier zusammenfallenden Punkten sind zwei reell und zwei ima- 
ginär (cf. S. 8); 2) den v—2 nicht reellen Schnitten der Tan- 
sente im Punkte / mit den v—2 übrigen Tangenten des 
Punktes J; die Schnittpunkte zählen hier jeder für zwei, als 
Schnittpunkte einer eigentlich durch zusammenfallen von zwei 
Tangententen gebildeten Geraden mit einer anderen Geraden- 
schaar; 3) den v—2 nicht reellen Schnitten der Tangente in J 
mit den v— 2 übrigen Tangenten des Punktes /, die ebenfalls 
doppelt zählen; 4) den (v—2)? Schnittpunkten der beiden Grup- 
pen der je v— 2 Tangenten von / und J aus, von welchen 
Punkten nur v—2 reell sind. 


Setzen mir sodann voraus, jeder der Punkte / und J sei 
ein Doppelpunkt einer Kurve n.Ordnung, in welchem Falle man 
letztere als eine bicirculare bezeichnet, so können wir auf ähn- _ 
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liche Weise schliessen, dass vier Brennpunkte existiren, welche 
vierfach zu zählen sind, und von denen zwei reell sind; ferner 
wird die Kurve 4(v—4) imaginäre doppelt zu zählende und 
(„—4)? einfache Brennpunkte besitzen, von denen wieder (v—4) 
reell sind. Wenn die Punkte I und J Rückkehrpunkte sind, so 
gehen ausser der dreifach zählenden Tangente in / resp. J von 
jedem dieser Punkte v—3 andere Tangenten aus. In diesem 
Falle haben wir einen neunfach zählenden Brennpunkt, 2 (v—3) 
dreifach zählende und (v— 3)? einfach zählende Brennpunkte. 
Reell sind nur v—3 einfache Brennpunkte und der Schnittpunkt 
der in / und J selbst gezogenen Tangenten. 

Nach allen diesen Erörterungen ist es zu verstehen — so 
paradox es auch scheinen mag — wenn eine Kurve keine an- 
gebbaren reellen Brennpunkte besitzt, und wir werden in der 
That bei einer Kurve vierter Orduung, der Cardioide, diesen 
Fall haben. Es ist hierzu nur erforderlich, dass die imaginären 
Kreispunkte im Unendlichen solche singurläre Punkte der Kurve 
sind, dass die unendlich ferne Gerade die einzige aus diesen 
Punkten an die Kurve zu legende Tangente ist. 


4. Beziehungen zwischen den Inflexionspunkten einer Kurve und den 
Brennpunkten. 


Wir können jetzt auch die Frage entscheiden, in welchen 
Fällen überhaupt eine Kurve doppelt zählende reelle Brennpunkte 
besitzen kann. Wir hatten bereits gefunden, dass dies eintritt 
bei den circularen Kurven; ganz entsprechend ist zu schliessen, 
dass eine Kurve auch dann doppelte Brennpunkte besitzt, wenn 
eine von den imaginären Kreispunkten gezogene Tangente ent- 
weder eine zweifach berührende Tangente oder eine Inflexions- 
tangente ist. Sowohl der Inflexionspunkt als auch die beiden 
Berührungspunkte müssen imaginär in diesem Falle sein, da 
eine Brennpunktstangente ausser dem Brennpunkt keinen reellen 
Punkt besitzen kann. Nehmen wir ‘als Beispiel die Kurven 
dritter Ordnung mit Rückkehrpunkt, so werden wir weiter unten 
sehen, dass eine solche Kurve nur einen Inflexionspunkt besitzt, 
der immer reell sein muss. Eine solche Kurve wird daher nur 
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dann doppelte Brennpunkte besitzen können, wenn sie circular 
ist. Ebenso können von den Kurven zweiter Ordnung nur die 
circularen Kurven doppelte Brennpunkte besitzen, von denen 
jedoch nur einer vorhanden sein kann, da die Kegelschnitte von 
der zweiten Klasse sind, also nur zwei reelle Brennpunkte haben. 
Die einzige Kurve 2. Ordnung mit einem reellen doppelten 
Brennpunkt ist daher der Kreis. 


Wir haben oben festgestellt, inwiefern die Inflexionspunkte 
die Zahl der doppelten Brennpunkte bedingen können; es sei 
hier gestattet, noch weiter auf die Abhängigkeit der Zahl der 
Brennpunkte überhaupt von den Inflexionspunkten einzugehen. 


Die Anzahl der Inflexionspunkte einer Kurve wird bestimmt, 
indem man die Schnittpunkte dieser Kurve mit ihrer Hesse’schen 
Kurve sucht. Die Hesse’sche Kurve einer Kurve n . Ordnung 
ist von der Ordnung 3n(n — 2), somit wird eine Kurve n. Ord- 
nung im Allgemeinen 3n (n—2) Inflexionspunkte haben. Die 
letztere Zahl erfährt aber eine Reduction, wenn die Kurve viel- 
fache Punkte hat; denn jeder Doppelpunkt der Grundkurve ist 
auch ein Doppelpunkt der Hesse’schen Kurve, ausserdem sind 
die Tangenten in ihm für beide Kurven dieselben. Unter den 
Schnittpunkten der beiden Kurven zählt daher der Doppelpunkt 
für sechs, sodass für © Doppelpunkte sich die Anzahl der In- 
flexionspunkte auf 3(n—2)n — 6° reduciert. Hat ferner die 
zu Grunde gelegte Kurve eine Spitze, so wird diese ein dreifacher 
Punkt in der Hesse’schen Kurve sein, sodass der Punkt für acht 
unter den Schnittpunkten beider Kurven zahlt. :Wir haben 
also das Ergebnis, dass die Anzahl der Inflexionspunkte einer 
Kurve n.Ordnung mit © Doppelpunkten und k Spitzen: 

(1) .J=3nW — 2-65 8% 
ist. 

Für Kurven 3. Ordnung ohne singuläre Punkte ist die An- 
zahl der Inflexionspunkte gleich neun, für solche mit einem 
Doppelpunkte gleich drei, für solche mit Rückkehrpunkt endlich 
gleich eins. Da imaginäre Inflexionspunkte nur paarweise vor- 
kommen können, so werden alle Kurven 3. Ordnung immer 
eine reelle Inflexionstangente besitzen, und zwar ist diese An- 
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zahl die geringste, die immer vorhanden sein muss. Bei den 
Kurven 3. Ordnung mit RKückkehrpunkte ist diese eine reelle 
Inflexionstangente zugleich die einzig vorhandene überhaupt; es 
ist daher leicht ersichtlich, dass die Lage dieser Tangente bei 
der Einteilung jener Kurven von Wichtigkeit sein wird. 

Indem wir so die Abhängigkeit der Anzahl der Inflexions- 
einer Kurve von der Ordnung der Kurve und der Zahl ihrer 
Doppelpunkte und Rückkehrpunkte, oder kurz von ihrer Klasse, 
bestimmt haben, können wir auch damit zugleich die Frage 
nach der Beziehung zwischen der Anzahl der Brennpunkte und 
Inflexionspunkte als erledigt ansehen, da wir nun im Stande 
sind, die Anzahl der Brennpunkte zu bestimmen, wenn die An- 
zahl der Inflexionspunkte bekannt ist; denn die Anzahl beider 
Arten von Punkten ist aus der Klasse einer Kurve zu finden. 


Es sei zum Schluss dieses Abschnittes gestattet, noch auf 
die besonderen Verhältnisse hinzuweisen, welche die Kurven 
dritter und vierter Ordnung zur unendlich fernen Geraden ein- 
gehen können. 

Eine reelle Kurve dritter Ordnung wird von jeder geraden 
Linie mindestens in einem reellen Punkte getroffen, da die 
Schnittpunkte aus einer cubischen Gleichung erhalten werden, 
die immer eine reelle Wurzel haben muss. Daher wird auch 
die unendlich ferne Gerade eine jede Kurve 3. Ordnung in 
mindestens einem reellen Punkt schneiden. Eine Kurve dritter 
Ordnung kann desshalb, was ihre äussere Gestalt anbetrifft, nie- 
mals aus einem geschlossenen Zuge bestehen, sondern mindestens 
ein reeller Ast muss sich ins Unendliche erstrecken. Die Zahl 
der reellen Schnittpunkte der unendlich fernen Geraden mit der 
Kurve bedingt nun ferner die Anzahl der geraden Asymptoten 
der Kurve. Unter Asymptoten versteht man nämlich die in 
den Schnittpunkten einer Kurve mit der unendlich fernen Ge- 
raden an die Kurve gezogenen Tangenten. Ist eine Kurve 
3. Ordnung ceircular, so wird sie von der unendlich fernen Ge- 
raden immer in nur einem reellen Punkte getroffen; daher be- 
sitzen die circularen Kurven 3. Ordnung immer eine reelle 
Asymptote, nie mehr und nie weniger. Die Anzahl der reellen 


16 


Asymptoten einer ancircularen Kurve kann dagegen 0, 1 oder 3 
sein, jenachdem die unendlich ferne Gerade eine Inflexions- 
tangente ist, oder sie in einem oder drei reellen Schnittpunkten 
trifft, wobei die einfachen Berührungspunkte, als keine endlichen 
Asymptoten liefernd, nicht mitzuzählen sind. Eine Kurve dritter 
Ordnung mit zwei reellen Asymptoten kann nicht existieren. 

Von den Schnittpunkten einer Kurve vierter Ordnung mit 
der unendlich fernen Geraden können entweder zwei reell und 
zwei imaginär sein, oder es sind alle vier reell oder endlich 
alle vier imaginär. Die Kurven vierter Ordnung können dem- 
nach eine Eigenschaft besitzen, die denen der dritten Ordnung 
felılte, sie können nämlich geschlossen in sich zurücklaufen, da 
sie nicht nothwendigerweise einen reellen ins Unendliche sich 
erstreckenden Ast besitzen brauchen. Die wichtigsten Kurven 
vierter Ordnung sind diejenigen, welche die imaginären unend- 
lich fernen Kreispunkte zu Doppelpunkten oder zu Spitzen haben, 
die ersteren nennt man bicirculare, die letzteren cartesische 
Kurven *). Wir werden uns mit beiden Arten unten eingehender 
beschäftigen. 


w 


5. Die Bedeutung der die Brennpunkte einer Kurve bestimmenden 
geometrischen Örter. 

Fassen wir das bisher gefundene Resultat noch einmal kurz 
zusammen, so ergab sich, dass eine Kurve ». Ordnung im Allge- 
meinen |» (n — 1)]?=v” Brennpunkte hat unter Mitrechnung 
der imaginären, wo v die Klasse der Kurve bedeutet. Die v? 
Brennpunkte fanden wir als auf zwei Kurven liegend, deren 
gemeinschaftlichen Schnittpunkte sie sind. Die Ordnung beider 
Kurven ist folgendermassen durch die Klasse der zu untersuchenden 
Kurve bestimmt. Ist F'(w, v, w)—=0 die Gleichung einer Kurve 
y.Klasse in Liniencoordinaten, so erhalten wir die Brennpunkte 
aus der Gleichung: 

(1) .  F-1—1, c-+ıy)=o, 
oder für 2--iy eine Gleichung v.Grades.. Durch getrennte 
Gleichsetzung des reellen und des imaginären Teiles mit Null 


*) cf. Salmon, Höhere Kurven Art, 281, 
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entstehen die beiden Örter, von denen jeder vom v.Grade sein 
muss, da x und y in der Gleichung (1) nur in der Verbindung 
x2--iy enthalten sind. Nun lässt sich zeigen, dass von allen 
Kurvensystemen, welche die v? Brennpunkte einer Kurve vier 
Klasse liefern, dasjenige am einfachsten ist, welches aus Kurven 
von der vten Ordnung zusammengesetzt ist; denn damit zwei 
durch v? Punkte gehende Kurven von möglichst niedriger Ord- 
nung sind, müssen beide von gleicher, d. h. von der vten Ord- 
nung sein. Die beiden oben gefundenen Brennpunktsörter sind 
allerdings nicht die einzigen Kurven, welche durch die Brenn- 
punkte gelegt werden können, vielmehr geht, wenn X=0, Y=o 
die Gleichungen zweier Örter sind, das ganze Kurvenbüschel 
X-+NiY=0o gleichfalls durch die v? Brennpunkte; aber die 
Ordnung der einzelnen Kurven des Büschels ist natürlich gleich 
der von den beiden Grundkurven X=o und Y=o. 


Somit bietet die beschriebene Methode in der That die 
einfachsten Örter dar, die durch die gesamten Brennpunkte 
gelegt werden können. 

Wir bemerken gleich hier, dass wenn ein Kegelschnitt als 
eine der Grundkurven der Brennpunktsörter erhalten wird, der- 
selbe eine Hyperbel sein muss, während nie ein anderer Kegel- 
schnitt an deren Stelle treten kann, mit Ausnahme von zwei sich 
schneidenden Geraden. Der Umstand, der diese Eigenschaft 
bedingt, ist der, dass die Örter aus einer Gleichung hervorgehen, 
deren Variable die Grösse © -+- ty ist. Die zweite Potenz der- 
selben hat als reellen Bestandteil die Grösse x? — y?, als ima- 
ginären den Ausdruck 2xyi. Tritt daher ein Kegelschnitt als 
ein Brennpunktsort auf, so wird dessen Gleichung nur x? und y° 
mit entgegengesetztem Zeichen und x enthalten, oder nur das 
Product x&.y und die Grösse y. In beiden Fällen haben wir 
aber eine Hyperbel. Die Beispiele des folgenden Abschnittes 
werden uns erkennen lassen, wie ausserordentlich häufig die 
Hyperberl als einer der geometrischen Brennpunktsörter auftritt. 

Nehmen wir den Fall an, dass die Brennpunktsörter 
beide Hyperbeln seien, so finden sich in dem Kegelschnitt- 
büschel, welches durch die beiden Hyperbeln bestimmt ist, auch 
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Ellipsen; aber direct aus der Gleichung der zu untersuchenden 
Kurven lassen sich nur die Hyperbeln herleiten. 

Was die Bestimmung der Anzahl der Brennpunkte einer 
Kurve betrifft, wenn deren Klasse und ihre Beziehung zur un- 
endlich fernen Geraden gegeben ist, so sei hier daran erinnert, 
dass besonders das Auftreten von doppelt zu zählenden Brenn- 
punkten häufig die Bestimmung der Anzahl der reellen endlichen 
Brennpunkte erschwert; denn diese können auch durch beson- 
dere Beziehungen einer Brennpunktstangente zur Kurve bedingt 
werden. Ist letzteres aber nicht der Fall, so werden die ange- 
führten Kriterien genügen, um von vornherein aus der Klasse 
einer Kurve und der Lage zur unendlich fernen Geraden die 
Anzahl der reellen endlichen Brennpunkte zu bestimmen. 


II keil, 


Die Brennpunkte der Kurven dritter und vierter Ordnung. 


1. Die Bestimmung der Brennpunkte von Kurven dritter und vierter 
Ordnung. 

Wir erläutern die entwickelte Methode zur Bestimmung 
der Brennpunkte zunächst an dem Beispiel der Kegelschnitte 
und nehmen zu dem Ende die Gleichung der Kegelschnitte in 
der allgemeinen Form an: 

1) . Arz®+A'y’+2Bxey+20c+2C0'y+F=o. 

Die Gleichung einer geraden Linie sei: 

(2) i . gSetny+C=o. 

Die Schnittpunkte beider Kurven (1) und (2) ergeben sich 

dann aus der Gleichung: 


a As+ AN 28a FH Loc 


ogastr! = ° RT 

Sollen zwei Schnittpunkte d. h. die Gerade 
(2) eine Tangente an den Kegelschnitt werden, so muss die 
Disceriminante der Gl. (3) verschwinden, also: 

(4) (48° — Bni+ cn? — CE) — (AP —2Cni-+n?P. 
.(An?+4'&°-+2BEn)=o. 

Damit die Gerade (2) eine von einem der unendlich fernen 
imaginären Kreispunkte an die Kurve gezogene Tangente werde, 
haben wir in der Gl. (4) für &, 7, & die bezüglichen Werte 
1, 6, — (x + iy‘) einzusetzen; wir erhalten dann zur Bestimmung 
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aller Tangenten, welche aus den beiden unendlich fernen 
imaginären Kreispunkten an die Kegelschnitte gelegt werden 
können, die Gleichung: 

6) (B?—-AAN)@+iy)®+2(B0—4'0)@ +iy) 

+ 2:(BC— 40) (& +ıy)—2CCi+2iBF-+C? 

+0? AF—AF=o. 

Setzen wir nun den reellen und den imaginären Teil der 
letzten Gleichung getrennt gleich Null, so ergeben sich zur Be- 
stimmung der Schnittpunkte der Tangenten zwei Gleichungen, 
d. h. für die Lage der Brennpunkte zwei Örter: 

(6) (B?— AA) (&? — y'?) + 2 (BC' — 4'C)+2y (AU — BC) 
+ AF+-C?—C?— A'F=o, 
() (B?—4AA)ey +(BC— AC)e + (BE — 40)y 
+ BF—C('=o. 

Die beiden Gleichungen (6) und (7) stellen für (B? — AA)NSo 
eine Hyperbel dar; dagegen wird für (B?— AA')=o durch die- 
selben eine gerade Linie ausgedrückt. Wir finden also die 
Brennpunkte — die reellen und die imaginären — der Ellipse 
und der Hyperbel als die Schnittpunkte von zwei Hyperbeln, 
den Brennpunkt der Parabel als Schnittpunkt zweier Geraden. 

Die Lage der Brennpunkte selbst wird in den einzelnen 
Fällen am besten mit Hülfe der vereinfachten Gleichungen der 
Kegelschnitte bestimmt. So erhalten wir für die Brennpunkte 
einer durch die Gleichung: 


22 12 
Da Gt 4 
gegebenen Ellipse auf die bekannte Weise die beiden Örter: 
(99%, i . 22 y?—a?+b?—=o 
(10) . ’ ; BD. 


Die letzte Gleichung stellt die beiden Axen der Ellipse 
vor. Daher liegen die vier Brennpunkte dieser Kurve auf den 
Axen, und zwar die beiden reelen Brennpunkte auf der Haupt- 
axe in der Entfernung +y«a?2 — d2 vom Mittelpunkt, die imagi- 
nären auf der kleinen Axe in der Entfernung +iya?— 52 von 
demselben Punkte. ib 


Für die Hyperbel: 


x? 312 
ee Far ur 
erhalten wir die beiden Örter: 
(12) . 20 —y?—a?—b?—=0; 
(13) DUO, 


sodass die Brennpunkte der Hyperbel ebenfalls auf den Axen 
liegen, und zwar die reellen wieder auf der «-Axe in der Ent- 
fernung +ya?- 52 vom Mittelpunkt und die imaginären auf 
der y-Axe in der Entfernung Liya®-b2. 
Die Parabel: 

(14) Ur 20T 
hat nur einen im Endlichen liegenden Brennpunkt, der durch 
die Gleichungen bestimmt wird: 

(15) : s 25; Wn: 
dies hängt von dem Umstande ab, dass die unendlich ferne Ge- 
rade eine Tangente der Kurve ist, sodass also nur noch eine 
andere Tangente von jedem der beiden imaginären unendlich 
fernen Kreispunkte an die Kurve gelegt werden kann. 


A. Kurven dritter Ordnung. 
a) Die semicubische Parabel. 


Wir wollen die soeben erläuterte Methode nun auf die Be- 
stimmung der Brennpunkte der wichtigsten Kurven dritter und 
vierter Ordnung anwenden und wählen, indem wir zunächst 
die Kurven dritter Ordnung untersuchen, eine der bekanntesten 
Kurven dieser Art, nämlich die semicubische Parabel. (Siehe 
Figur 1). 

Es sei die Gleichung einer semicubischen Parabel in der 
Form gegeben: 

(16) Ä ya ich: 
so beschäftigen wir uns zunächst mit der Frage nach der An- 
zahl der reellen endlichen Brennpunkte. Zur Entscheidung 
dieser Frage dient die Bemerkung, dass die semicubische Parabel 
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eine Kurve dritter Ordnung mit Rückkehrpunkt ist, deren In- 
flexionstangente die unendlich ferne Gerade ist*).. Indem wir 
uns ferner auf den oben aufgestellten Satz stützen, dass, wenn 
die unendlich ferne Gerade eine Inflexionstangente ist, von den 
v reellen Brennpunkten einer Kurve v. Klasse v—2 im Endlichen 
liegen, können wir sofort die Anzahl der reellen im Endlichen 
liegenden Brennpunkte bestimmen. Wir finden, dass nach 
Formel 3 Seite 11 diese Anzahl gleich 1 ist. 

Die Lage des einen reellen endlichen Brennpunktes einer 
semicubischen Parabel liesse sich nun leicht auf dem gewöhn- 
lichen Wege finden; allein in diesem besonderen Falle können 
wir noch schneller zum Ziele gelangen, wenn wir beachten, 
dass die semicubische Parabel die Evolute der gewöhnlichen 
Parabel 2. Ordnung ist. Da nämlich eine durch den unendlich 
fernen Kreispunkt gehende Gerade auf sich selbst senkrecht 
steht, so wird eine durch einen imaginären Kreispunkt gehende 
Tangente mit der Normalen zusammenfallen. Daraus ergiebt 
sich der Satz, dass jeder Brennpunkt einer Kurve auch ein 
Brennpunkt für ihre Evolute ist. - Die semicubische Parabel hat, 
als Evolute der Parabel: 


(17) | y„”P=p% 
betrachtet, die Gleichung: 
16 1 
leer oe 
18) 20 20, Ni 


für den Brennpunkt einer Parabel (17) haben wir oben die 
Coordinaten erhalten: 14, y=0. Wenn wir somit die 


Gleichung der semicubischen Parabel wieder in der unter (16) 
angenommenen Form voraussetzen, haben wir für p den Wert 


2 p und für x den Wert ot, p in die Gleichung (18) einzu- 
setzen. Für die Gleichung (16) liegt also der Brennpunkt in 
der Entfernung = up von der Spitze der Kurve auf der 
Rückkehrtangente. 


*) Salmon, Höhere Kurven, Art. 215. 
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b) Die Newton’schen divergierenden Parabeln mit 
Doppelpunkt. 
Mit dem Namen der divergierenden Parabeln wollen wir 
mit Salmon*) die durch die Gleichungen: 
(19) ya br 
(20) ' .YP—=--ax@®+ba? 
dargestellten Kurven bezeichnen, unter der Voraussetzung, dass 
in den Gleichungen (19) und (20) die Grössen a und Db positiv 
sind. Um zunächst die wichtigsten gemeinsamen geometrischen 
Eigenschaften hervorzuheben, bemerken wir, dass die Kurven 
beide zur x-Axe symmetrisch liegen, da ihre Gleichungen nur 
eine gerade Potenz von y enthalten. Sodann erstrecken sich 
die reellen Äste der Kurven nur nach der positiven Seite der 
x-Axe bis ins Unendliche, wie sich durch Substitution der 
Werte +» ergiebt. Der Üoordinatenanfangspunkt ist ein 
zweifacher Punkt der Kurve: denn die niedrigsten Glieder der 
Gleichungen (19) und (20) sind vom 2. Grade. Ferner ist ohne 
Schwierigkeit zu zeigen, dass die Kurven beide die unendlich 
ferne Gerade zur Inflexionstangente haben. Daraus folgt weiter, 
dass sie keine geraden Asymptoten besitzen können; denn die 
unendlich ferne Gerade kann die Kurven ausser im Inflexions- 
punkte in keinem anderen Punkte schneiden. Endlich bemerken 
wir, dass alle analytischen Eigenschaften der Kurve (20) aus 
denen der Kurve (19) abgeleitet werden können durch Sub- 
stitution von —a an Stelle von a in die Gleichung (19); also 
ist auch die Lage der Brennpunkte der Kurve (20) leicht zu 
finden, wenn die der Brennpunkte der Kurve (19) bekannt ist. 
o) Die divergierende Parabel mit reellem Doppelpunkt. 
Schon aus unseren obigen Betrachtungen ist bekannt, 
dass die Kurve: 
(Ey. ln 
den Coordinatenanfangspunkt zum reellen Doppelpunkt hat; 
denn die Tangenten in diesem Punkte sind reell und werden 
durch die Gleichungen ausgedrückt: 


*, Cf. Salmon, „Höhere Kurven* Art. 197, 
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y—=-+ava und y=—xva. 
Über die Gestalt der Kurve, wie sie in Figur 2 dargestellt ist, 
sei noch folgendes angeführt. Die Kurve besitzt ein auf der 
negativen Seite der x-Axe liegendes Oval, das von der x-Axe 


ausser im Anfangspunkt noch in dem Punkte 2—— geschnitten 
wird; diese Eigenschaft ergiebt sich, wenn man in (19) für: 
x Werte zwischen o und — e substituiert. In anderen Punkten 


als den bezeichneten wird die x-Axe nicht geschnitten, wie auch 
die y-Axe nur im Doppelpunkte getroffen wird. Da die Kurve 
von der 4. Klasse ist, so wird sie drei Inflexionstangenten 
besitzen. Bildet man aber den 2. Differenzialquotienten und 
setzt ihn gleich Null, so zeigt sich, dass die beiden anderen 
Inflexionspunkte, welche die Kurve ausser dem unendlich fernen 
hat, imaginär sind. Der Name der divergierenden Parabel 
rührt aus dem Umstande her, dass die Kurve bei mehr und 
mehr wachsendem x und y sich der semicubischen Parabel 
immer inniger anschmiegt. Um dies einzusehen, entwickeln 
wir y nach fallenden Potenzen von x und substituieren in die 
Gleichung (19) y=4Ax®, so erhalten wir: 


(21) u. Ara — ae —brt—0, 
Bestimmen wir in der Gleichung (21) den Exponenten & so, 
dass der Exponent zweier Glieder gleich und grösser ist als 


der des dritten, so können wir die Kurve bestimmen, der unsere 
Kurve (19) sich bei unendlichem Wachsen von x und y nähert. 


Für > wird die Gleichung (21): | 
(22) (A?—b) 2 —ax?’—=o; 


wird nun A?—b=0, so hat A den Wert +,b, womit wir für 
den für y. substituierten Ausdruck y=Ar*% den Wert: 


3 
(23)  y— 3/0 ,22, oder y-—0g> 


erhalten ; d.h. die Kurve (19) geht allmählich in die a, 
Parabel über. 
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Nach diesen Betrachtungen wollen wir die Bestimmung 
der Anzahl und Lage der Brennpunkte der divergierenden 
Newton’schen Parabel mit reellem Doppelpunkt vornehmen. 
Wir haben gefunden, dass die Kurve einen Doppelpunkt hat, 
sie ist deshalb von der 4. Klasse. Ferner ist die unendlich 
ferne Gerade eine Inflexionstangente. Die Anzahl der reellen 
endlichen Brennpunkte reduciert sich also auf zwei, wie sich aus 
Formel (3) auf Seite 11 ergiebt. 

Um die Lage der beiden reellen Brennpunkte zu beste 
transformieren wir den Seite 7 gegebenen Vorschriften gemäss 
die Gleichung der Kurve auf Liniencoordinaten, indem wir die 
Schnittpunkte der Kurve mit der Geraden: 


(24) N . vct+vy+w=0 
suchen und die Bedingung aufstellen, dass die Gerade eine 
Tangente an die Kurve wird. Die Schnittpunkte ergeben sich 
aus der Gleichung: 

(25) . bu? + av? — u?x?— 2uwe — w?—o, 

Sollen zwei Schnittpunkte zusammenfallen, d. h. die Gerade 
in eine Tangente übergehen, so muss die Discriminante der 
letzten Gleichung gleich Null werden; es muss also: 

(26)  27b2vtw? +36b uw v? (u? — av?) — 32 bv? wu? 
—+ 4(u? — av?)? — 4u?(u?—av?)’= 0, 
oder 
27 b202 w? + 36b uw (u? — av?) — 32bwu? 
+8a?u?v?— Laut— 4a?v*—=o. 

Diese Gleichung ist die Gleichung der Kurve in Linien- 
coordinaten, und wir haben hierin nur noch die auf Seite 7 
für «, v, w erhaltenen Werte v=— 1,v= —i,w=x-'iy ein- 
zusetzen, um sämtliche Tangenten zu erhalten, welche von 
jedem der beiden imaginären unendlich fernen Kreispunkte an 
die Kurve gelegt werden können. Die Schnittpunkte von je 
zwei Brennpunktstangenten ergeben sich also aus der Gleichung: 

(27) 2762(c +iy)? + 365b(a+1)(e +iy)— 36 b(x +iy) 
—4(a+1)?—4(a +1)?= 0. 

Durch Gleichsetzung des reellen und des imaginären Teiles 

der Gleichung (27) mit Null erhalten wir die beiden Örter: 
2% 
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(28) 27 5222— 27 b? y?+4b6x-+-36 abx-+4(a-+1)?—4 (a-+1)?=o, 
(29) i ... 27 bzy+2y-+13ay=o. 

Die Gleichung (28) repräsentirt eine gleichseitige Hyperbel, 
deren Ordinatenaxe eine zur y-Axe parallele Gerade ist, und 
welche die Abscissenaxe mit der ursprünglichen Kurve gemein 
hat. Der Mittelpunkt der Hyperbel liegt, wie sich durch eine 
einfache Transformation darthun lässt, auf der x-Axe in der 
18a—+2 

27b 


Werth «a Er schneidet die Hyperbel die x-Axe nicht, die 


Entfernung — vom Öoordinatenanfangspunkt. Für den 


Hyperbel wird also aufwärts gerichtet sein. Für a = . reduciert 


sich die Hyperbel auf eine zur x-Axe senkrechte Gerade, welche 


; N» dBarE2 
in dem Abstande <= — 57% 


vom Coordinatenanfangspunkt 


gezogen ist. Wenn en ist, so schneidet die Hyperbel 


die x-Axe in zwei Punkten, deren Abseissen durch die 


Werte: 
u. hl8ech 2 2 BR, 
az, vr VG 


dargestellt werden. 


Die Gleichung (29) stellt zwei gerade Linien dar, einmal 


die c-Axe und sodann eine im Abstande = — nn vom 
Coordinatenanfangspunkt zur «-Axe senkrechte Gerade. — Aus 


diesen Bemerkungen ergiebt sich, dass die Kurve 
y=ax”’+bx? 


immer zwei reelle Brennpunkte besitzt, die in dem Falle, dass 


Lumen, ; 
2 ist, in einen zusammenfallen. Die Coordinaten der reellen 


Brennpunkte sind: 


1. Hall ar (siehe Fig. 2): 
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Yyı = Eu Ir 
en a Ha Ve-3)" 


u a 2 113 
U3 Tagen N . 
Ä z Dya7 y « . 


au Kallıg = (siehe Figur 3): 
EAN A 
IST ENG 


3. Fall cs (siehe Figur 4): 


 18a+2 1 

7b Haar Vo Marie Heads 
218042 1 
Puma ar alte) a 


Der Fall, dass die behandelte Kurve für =: nur einen 


reellen Brennpunkt im Endlichen hat, der allerdings doppelt 
zählt, bietet ein Beispiel für unsere oben gemachten Ausein- 
andersetzungen, wo wir zeigten, dass eine nicht circulare Kurve 
nur dann doppelte Brennpunkte besitzen kann, wenn eine 
Brennpunktstangente die Kurve in mehr als einem Punkte be- 
rührt. Hier ist nämlich eine Brennpunktstangente zugleich 
Inflexionstangente in einem imaginären Inflexionspunkt. 


ß. Die divergierende Parabel mit isoliertem Punkt. 
Die Kurve, deren Gleichung in der Form aufgestellt war: 
(20) : .yP=—arx®+ba?, 
besitzt im Coordinatenanfangspunkt einen isolierten Punkt, da 
die Tangenten in diesem Punkte die Gleichung haben: 
y=-+iva.z und y=— iva.z, 

also imaginär sind. Die in Figur 5 dargestellte Kurve hat auf 
der negativen Seite der x-Axe keinen reellen Punkt, dagegen 
wird die positive Seite der x-Axe von der Kurve in dem Punkte 


Di +7 geschnitten. Wenn wir den 2. Differenzialquotienten 


der Funktion; 
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y=— ax? —+ba? 

bilden und denselben gleich Null setzen, so finden wir, dass die 
Kurve im Endlichen zwei reelle Inflexionspunkte besitzt, deren 
Abscissen beide dem Werte o— genügen. Ebenso wie bei 
der zuletzt betrachteten Kurve lässt sich auch für diese zeigen, 
dass sie sich bei unendlich wachsendem x und y an die semi- 
cubische Parabel anschmiegt. Wir haben ferner bereits erwähnt, 
dass die augenblicklich vorliegende Kurve die unendlich ferne 
Gerade zur Inflexionstangente hat. Da endlich die Kurve von 
der 4. Klasse ist, so wird sie in Folge des eben bemerkten 
Umstandes zwei reelle im Endlichen liegende Brennpunkte be- 
sitzen. 

Die Lage der Brennpunkte kann gefunden werden durch 
Substitution von —a an Stelle von a in die Gl. 27 Seite 25. 
Wir finden dann: 

(30) 275? (& +iy)?—+ 36 b(1 — a) (x + iy) — 32 b (x + iy) 
+4(1— a)? —4(1—a)’=o, 
eine Gleichung, welche uns für die Lage der Brennpunkte zwei 
geometrische Örter liefert: 


(31) 275?%?—-27b? y?-+4bx— 36 abc +4 (1—a)’—4(1—a)?=o0 


(32) . 27bzy+2y— 183ay=o. 
Die Gl. (31) stellt eine Hyperbel vor, welche die x-Axe 
zur Abcissenaxe und eine im Punkte x —= a .. zur ©-Axe 


27 b 
senkrechte Gerade zur Ordinatenaxe hat. Die x-Axe wird von 
dieser Hyperbel in den beiden Punkten geschnitten: 


18 
Aero, +3,97 (i+0 


Beide Punkte sind immer reell, da « und 5 positive Grössen 
sein sollen. 

Die Gl. (32) zerfällt wieder in zwei Örter: 1) die x-Axe 
18a —2 
27b 
zogene Gerade. Nur die «-Axe hat mit der Hyperbel zwei 


und 2) eine im Punkte: = zur x-Axe senkrecht ge- 
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—2 . 
reelle Schnittpunkte, während die Gerade 0 die Hy- 


perbel in zwei imaginären Punkten schneidet. 

Die Kurve hat also immer zwei reelle und zwei imaginäre 
Brennpunkte, deren Anzahl sich nie reducieren kann, weil die 
Kurve keine imaginären Inflexionspunkte besitzt. 


c) Die cubische Parabel. 


Wenn wir die Gleichung einer cubischen Parabel in der 

Form annehmen : 
(33) | Y=mM: ch, | 

so bemerken wir zunächst, dass die Kurve die unendlich ferne 
Gerade zur Rückkehrtangente hat. Aus dieser Eigenschaft folgt, 
da die Kurve von der 3. Klasse ist, entsprechend der oben 
aufgestellten Formel, dass die Kurve zwei reelle endliche 
Brennpunkte haben muss. 

Die Bestimmung der Brennpunkte geschieht in der gewöhn- 
lichen Weise. Wir setzen: 


uc + w 
v 


in die Gleichung (33) ein und erhalten: 
uc+w-+vma?—0, 
bilden die Diseriminante, substituieren in dieselbe v«=1, 
w=— (e-+iy), v=i und setzen endlich die Discriminante gleich 
Null, so erhalten wir: 
41 — 27 m’(c+iy)’=o. 

Hieraus schliessen wir, dass die Brennpunkte auf den beiden 
Örtern liegen: | 

(34) 27 m?’ay—2—=0 

(35) ae ya 0, 

Die erste Gleichung stellt eine Hyperbel dar mit dem 
Coordinatenanfangspunkt als Mittelpunkt und den Coordinaten- 
axen als Asymptoten (siehe Figur 6). Die Gleichung (35) zer- 
fällt in zwei im Coordinatenanfangspunkt auf einander senkrecht 
stehende Geraden, die unter 45° gegen die Coordinatenaxen 
geneigt sind. Nur die Gerade &—y=o hat zwei reelle Schnitt- 
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punkte mit der Hyperbel (34), und zwar haben diese Schnitt- 
punkte die Coordinaten: 


d) Die Cissoide. 


. Die Cissoide ist bekanntlich die Fusspunktkurve der aus 
dem Scheitel einer Parabel 2. Ordnung auf die Tangenten ge- 
füllten Lote. Ihre Gleichung: 

(36) N N 
lässt erkennen, dass der Coordinatenanfangspunkt ein Rückkehr- 
punkt und die x-Axe eine Rückkehrtangente ist. (Vergl. Fig. 6°). 
Macht man die Gl. (36) homogen, so wird: 

ry’ 2 — ıy?— 2° —=0; 

diese Gleichung wird auch durch £=1, y=i, 2=0 befriedigt; 
also ist die Kurve circular, d. h. sie geht durch die beiden 
imaginären Kreispunkte im Unendlichen. Da sie ausserdem 
von der 3. Ordnung ist, so muss sie eine reelle gerade Asymptote 
haben; denn wir haben früher gezeigt, dass jede circulare Kurve 
3. Ordnung eine Asymptote hat, nicht mehr und nicht weniger. 
In der That folgt aus der Gl. (36) sofort, dass die Gerade =r 
eine Asymptote der Kurve ist. 

Bei der Bestimmung der Anzahl. der Brennpunkte ist zu 
bemerken, dass die Cissoide eine Kurve 3. Ordnung ist. Durch 
einen Punkt einer Kurve 3. Ordnung lassen sich nun vier Tan- 
genten an die Kurve legen*). Eine circulare Kurve 3. Ord- 
nung wird also 16 Brennpunkte haben, von denen 4 reell sind. 
Die Cissoide besitzt ferner einen Rückkehrpunkt; da dieser 
jedesmal 3 Tangenten absorbiert, von denen, welche von einem 
Punkt an eine Kurve gelegt werden können, so ist aus jedem 
der beiden imaginären Kreispunkte im Unendlichen nur noch 
je eine Tangente zu legen. Die Cissoide besitzt also einen 


*) Cf, Salmon, „Höhere Kurven“ Art. 78. 
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reellen Brennpunkt, der aber gemäss unseren früheren Erörter- 
ungen doppelt zu zählen ist. 
Zur Bestimmung des Brennpunktes substituieren wir in 
die Gl. (36): 
ux + w 
N 


YS7 


und erhalten: 
(r — 2) (u? 2? +2 uwc + w?) = x? 
v2 
Nachdem wir sodann die Kurve in Liniencoordinaten dar- 
gestellt haben, substituieren wir die Liniencoordinaten eines der 
beiden unendlich fernen Kreispunkte und erhalten endlich als 
Coordinaten des Brennpunktes: 


BAT 
(37) 7 


B. Kurven vierter Ordnung. 
a) Die Pascal’sche Schnecke. 


Wenn von einem Punkte auf der Peripherie eines Kreises 
Radienvectoren gezogen werden, und man trägt von den End- 
punkten derselben constante Längen ab, so entsteht eine 
Schnecke: 

Bar le ua m (et) 

Der Coordinatenanfangspunkt ist ein zweifacher Punkt und 
zwar ein reeller Doppelpunkt für p>m, ein 'isolierter Punkt 
für p<m, ein Kückkehrpunkt für p=m. Die Kurve liegt 
ferner zur <-Axe symmetrisch. Aus dem Werte: 


folgt, dass die Kurve nicht bis ins Unendliche sich erstrekt; 
da der Ausdruck ferner stetig ist, so wird die Kurve eine ge- 
schlossene sein. 


Um die unendlich fernen Punkte der Kurve zu untersuchen, 
machen wir die Gl. (38) homogen, indem wir setzen; 


und erhalten: 
839) . @+yy’—2pra@ + yN)2 + 42’=0, 
auf den Ausdruck A kommt es hierbei nicht weiter an. Setzen 
wir nun 2=0, so erhalten wir aus («?-+y?)?=o die unendlich 
fernen Punkte der Kurve. Zunächst folgt ohne weiteres, dass 
die imaginären Kreispunkte Doppelpunkte der Kurve sind, da 
ihre Coordinaten der Gleichung (39) so genügen, dass 
(0? +yP)’— 0 
zwei gleiche Wurzeln hat, von denen eine auch in — 2p& (x? y?) 
als Faktor enthalten ist*). Da ferner: 
(@® +9)? 
ein vollständiges Quadrat ist, so werden die Doppelpunkte 
Spitzen sein. 
Wir schreiten nun zur Bestimmung der Lage der Brenn- 
punkte. In der gewöhnlichen Weise operierend, erhalten wir: 
[ p? — m? 
Be 
(40) | ; ' | 2» 


y=0 


Wir haben noch die einzelnen Fälle zu betrachten, welche 
durch die vershiedenen Werte von p und m dargestellt werden. 

1) Für p=o wird die Kurve im Coordinatenanfang einen 
isolierten Punkt haben und sonst aus einem um OÖ mit dem 
Radius m beschriebenen Kreis bestehen. Der Brennpunkt rückt 
ins Unendliche (vgl. Fig. 7). 

2) Für m=0o wird 

+ y®— pa)” = 0; 

die Kurve wird-zu einem Kreis, der durch O geht, dessen 
Mittelpunkt auf der «-Axe im Abstande ie, liegt. Der Brenn- 


punkt würde in den Mittelpunkt des Kreises fallen, sodass wir 
auch den Satz bestätigt sehen, dass der Brennpunkt eines. 
Kreises sein Mittelpunkt ist (vel. Fig. 8). 


*), C£. Salmon, Höhere Kurven, Art, 38, 
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3) Für p>m ist der Coordinatenanfangspunkt ein reeller’ 
Doppelpunkt, die Kurve besteht aus zwei Ovalen, von denen 
das eine innerhalb des anderen liegt. Der Brennpunkt liegt 
auf der positiven Seite der x-Axe. Je näher m an p heran- 
kommt, desto kleiner wird das innere Oval, desto näher rückt 
der Brennpunkt an den Coordinatenanfangspunkt (vgl. Fig. 9). 

4) Für p=m wird die Kurve zur Cardioide, einer Kurve, 
die ein Punkt eines Kreises beim Rollen auf einem festen gleich 
grossen Kreis beschreibt (vgl. Fig. 10). Der Brennpunkt würde 
hier in den Coordinatenanfangspunkt fallen. Dieser ist jedoch 
ein Punkt der Kurve selbst; und da die Tangenten, durch deren 
Durchschnitt der Brennpunkt gebildet wird, schon jede vier, 
resp. drei Punkte mit der Kurve gemein haben, wie wir gleich 
sehen werden, so ist der Coordinatenanfangspunkt nicht als 
Brennpunkt zu betrachten. Die Kurve hat nämlich die beiden 
unendlich fernen Kreispunkte zu Spitzen; eine Tangente aus 
einem dieser Punkte ist entweder die Rückkehrtangente selbst, 
welche die Kurve in drei zusammenfallenden Punkten berührt, 
oder sie ist eine einfache Tangente, welche aber die Kurve ausser 
in ihrem Berührungspunkte noch in dem Rückkehrpunkte zwei- 
mal trifft. In keinem Falle ist es daher möglich, dass die 
Tangente aus einem unendlich fernen Kreispunkte die Kurve 
noch im Coordinatenanfangspunkt trifft, da dieser selbst ein Rück- 
kehrpunkt der Kurve ist. Wir haben also hier ein Beispiel, dass 
eine Kurve keinen reellen endlich liegenden Brennpunkt besitzt. 

5) Für m >p wird der Coodinatenanfangspunkt zu einem 
isolierten Punkt. In der Nähe desselben zeigt die sonst als 
ein geschlossenes Oval erscheinende Kurve eine Einbuchtung. 
Der Brennpunkt liegt auf der negativen Seite der x-Axe (vgl. 
Fig. 11). 

b. Das Cassinische Oval. 

Wenn man eine Kurve von der Beschaffenheit sucht, dass 
das Product der Entfernungen jedes ihrer Punkte von zwei 
festen Punkten einer gegebenen Constanten gleich ist, so wird 
man auf die Gleichung geführt: 

(41) (2? + y? + c2)? —4c?2?— mt. 
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Wir werden sehen, dass für m=c die Kurve in die ge- 
wöhnliche Lemniskate übergeht, dass sie für m<{c aus zwei 
conjugierten Ovalen besteht, die von der Lemniscate umschlossen 
sind, dass endlich m >c ein die letztere umschliessendes Oval 
giebt. Zunächst interessiert uns die Frage nach den unendlich 
fernen Punkten der Kurve. Machen wir die Gl. (41) homogen, 
so erhalten wir: 

(* + )?+202(y2—a2) 22 + (ct — mt) zt—o. 

Wie wir sehen, genügen die Coordinaten der unendlich 
fernen Kreispunkte dieser Gleichung. Ferner sind zwei Wurzeln 
der Gl. (2? +y?)’ = 0 
einander gleich, die unendlich ferne Gerade berührt daher die 
Kurve in den imaginären Kreispunkten. 

Bei der Bestimmung der Lage der Brennpunkte werden 
wir auf dem gewöhnlichen Wege zu den beiden Örtern geführt: 

(42) e222-+ 024 — 6020292 — 2ct(x2— y?) + m*(x?— y?) 
+. — ce? mt—=0 


Mal... N mel 


Wenn wir sogleich zur analytischen Bestimmung der Lage 
der Brennpunkte schreiten und die geometrische Betrachtung 
der unter (42) und (43) vorgestellten Örter erst bei einer Dis- 
kussion der in Gl. (41) enthaltenen verschiedenen Fälle durch- 
führen, so finden wir, dass in (42) 

1) für <= 0 die Grösse y vier Werte hat: 


ea m ne Em 
Ir 26° 


hiervon sind aber höchstens zwei reell, nämlich in dem 
Fall, wo m> e ist; 
2) für y= 0 folgen aus (42) für x die Werte: 


FERN 
ae 27 m tm“ 
Der 


Diese 4 Werte von « sind für c>m alle reell; dagegen 
sind für c<{m 2 reell und 2 imaginär. Ist endlich 
c=m, so wird: 


a 
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Die anderen 8 gemeinschaftlichen Wurzeln der Gleichungen (42) 
und (43) sind so beschaffen, dass entweder alle Werte der x 
imaginär oder alle Werte der y imaginär sind, indem die Werte 
von e und m, welche die Wurzeln: 


2ct—m* a 2.0 — mi 
irrt AR n 


reell machen, die Wurzeln: 


N AL, Ic — mt 
y=H+ — + /: j 
y V de? #/ 4 


imaginär werden lassen, und umgekehrt. 

Wir haben daher das Ergebnis, dass von den 16 Brenn- 
punkten des Cassinischen Ovals nur 4 reell sein können. Diese 
4 reellen Brennpunkte sind für ce > m alle auf der x-Axe ge- 
legen, für ce <<m liegen zwei auf der x-Axe und zwei auf der 
y-Axe; endlich für c=m reduciert sich die Anzahl der reellen 
Brennpunkte auf zwei, die beide auf der x-Axe liegen. 

a. Bei einer Erörterung der unter Gl. (41) vorgestellten 
verschiedenen Kurven, haben wir zuerst den wichtigsten Fall 
zu unterscheiden, dass e= m ist, indem durch m=o, oder c=o 
nur imaginäre Kurven vorgestellt werden. Für m=c geht die 
Gl. (41) in die folgende über: 

MM) 2.0. +) + 2ey—er)—o, 

welches bekanntlich die Gleichung der gewöhnlichen Lemniskate 
ist (vgl. Fig. 12). Sie ist als der Ort der Punkte zu betrachten, 
deren Produkt der Abstände von zwei festen Punkten F' und 
Fı gleich dem Quadrate des halben Abstandes von F' und Aı 
ist. Wir werden gleich sehen, dass die beiden festen Punkte F 
und Fı die beiden einzigen reellen Brennpunkte der Kurve sind. 
In der That haben wir bereits oben gezeigt, dass für m=ec die 
beiden reellen Brennpunkte auf der «-Axe in der Entfernung 
2£—=-+c liegen, und diese Entfernung ist dem Abstande von 
F und Fı von O gleich. 

Es erübrigt jetzt noch eine Betrachtung der Örter (42) und 
(43) auf welchen die Brennpunkte der Lemniskate liegen (vgl. 
Fig. 13). Die beiden Gleichungen (42) und (43) nehmen. für 
m=c die Gestalt an: 

(45) . art Hey: — 6e?a?y?— ct(e? — y?)—=o, 


ie 
N ne 
N, h 


36 
(46) } v.ylanmea  acnya cal =>0; 


Die Gleichung (46) zerfällt sofort in die welt 
2.00, 
(welche die beiden Axen vorstellt,) und 
DEE 2yC0H - Cie 
Die letzte Gleichung repräsentiert eine gleichseitige Hyperbel, 
welche den en nunehu zum Mittelpunkt hat, "unud 


deren beiden Axen gleich — sind. Die y-Axe ist ihre imaginäre 


en 2 
Axe. 

Die Gleichung (45) stellt einen Ort dar, welcher in 2=0, 
y=0 einen Doppelpunkt hat. Die Kurve liegt zur x-Axe sowohl 
wie zur y-Axe symmetrisch, da die Gleichung (45) nur quadratische 
Glieder in x und y enthält. Schreiben wir die Gleichung (45) in 
der Form: 


(47) —=H+ #5» + — St Van H Star 


so sehen wir, dass für y+o auch 2—=+» wird, die Kurve 
erstreckt sich also auf der positiven Seite der x-Axe und der 
y-Axe ins Unendliche. Ferner lässt die Form (47) erkennen, 
dass die x-Axe ausser im Coordinatenanfangspunkt noch in den 
Punkten 2@—=-+c getroffen wird. Das doppelte Vorzeichen der 
2. Quadratwurzel des Ausdruckes (47) zeigt, dass die Kurve aus 
zwei getrennten Teilen besteht. Der erste Teil, bei dem in 
(47) der 2. Quadratwurzel das positive Zeichen zukommt, hat 
in dem Doppelpunkte zo, y=o die beiden Geraden 

N 
zu Inflexionstangenten, er wird also selbst wieder aus zwei 
getrennten Ästen bestehen, die sich nur in @—=0, y=o recht- 
winklig schneiden. Beide Äste kehren der x-Axe ihre convexe 
Seite zu; denn die Kurve (45) hat, wie wir gezeigt haben, mit 
(46) keinen reellen Schnittpunkt. Nun bedeutet (46) eine 
Hyperbel, welche die Geraden 
ER ae 
zu Asymptoten, die y-Axe zur immiginären Axe hat. Da die 
Äste der Kurve (45) sich von den Geraden 
x=y und 2=—y 
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immer mehr zu entfernen streben, die Hyperbel sich aber diesen 
Geraden mehr und mehr nähert, so können die Kurven nur 
dann keinen reellen Schnittpunkt haben, wenn sie auf ver- 
schiedenen Seiten der Geraden liegen, d. h. die beiden Äste 
müssen der x-Axe ihre convexe Seite zukehren. — Der zweite 
Teil der Kurve (45) wird von der x-Axe in den Punkten +ec, 
den Brennpunkten, getroffen. Transformiert man die Gleichung 
(45) auf den Punkt F oder Fi, so zeigt sich, wenn man y 
nach steigenden Potenzen von x entwickelt, dass die Kurve 
sich in F und Fı an eine Parabel anschmiegt, deren Gleichung 


2 2 - 
BE ER LORD 0 


ist. Auch diese beiden Äste erstrecken sich ins Unendliche. 

b. Wir gehen jetzt zur Untersuchung der durch die 
Gleichung (41) in dem Fall vorgestellten Kurve über, in welchem 
e<m ist: 


(48) (2? + y? + ce)? —4c?z?—mt=o. (vergl. Fig. 14). 
Schreiben wir die letzte Gleichung in der Form: 
(49) -+\/- — at Ymt + 4o2z2, 


so lässt dieselbe erkennen, dass y nur für 2<{tyc?-+ m? 
reelle Werte hat. Da das Vorzeichen der 2. Quadratwurzel 
nur positiv genommen werden darf, wenn y reell sein soll, so 
gehören zu jedem Wert von x nur zwei Werte von y, die 
Kurve besteht daher nur aus einem geschlossenen Teil, der zur 
x-Axe und y-Axe symmetrisch liegt. Die x-Axe sowohl wie 
die y-Axe werden beide in zwei reellen Punkten getroffen. 
Bemerkenswert ist die Krümmung der Kurve in ihren Durch- 
schnittsspunkten mit der y-Axe. Da wir m > c vorausgesetzt 
haben, so wird in diesen beiden Durchschnittspunkten ebenso 
wie in den Schnittpunkten mit der x-Axe die Kurve im All- 
gemeinen sich an Parabeln anschmiegen, die ihre offene Seite 
dem Punkt O zukehren. Die Gleichung einer solchen Schmiegungs- 


parabel in dem Punkte @—=o, y—=-+ v m? — c? ist nun für den 
„betreffenden Punkt als Coordinatenanfangspunkt: 
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(2 ET) 3 
I, EEE En en 
2 v(m?2 — e2)3 + 2(/m?—c?) @ 
Wenn daher m? > 2c? ist, so kehrt die Parabel dem Punkt 
O ihre offne Seite zu. Für m?—=2ce? geht die Parabel in eine 
Gerade über, welche zur y-Axe senkrecht steht, d. h. die Kurve 
(49) schneidet die y-Axe senkrecht. Wenn m? <T 2c?, jedoch 
m> ec ist, so ersteckt sich die Parabel nach der positiven 
Richtung der y-Axe. Dasselbe ist auch für den Punkt «= 
Y=— Ym?— ce? zu beweisen. Die im Allgemeinen oval gestaltete 
Kurve erfährt daher für e/2>m>e in der Gegend ihrer 
Schnittpunkte mit der y-Axe eine Einbiegung. 
Wir haben bereits oben gefunden, dass die Kurve (49) vier 
Brennpunkte besitzt, von denen zwei auf der x-Axe ım Abstande 


4 4 
m*t—c 
von O 


t=+ c, zweiaufder y-Axein der Entfernung y= VE 


liegen. Die Brennpunkte sind als die Schnittpunkte der x-Axe 
und der y-Axe mit folgender Kurve zu betrachten: 
(42) ce? + e?yt — 6c?x? y? — 2ct(x? — y?) + m? (x? — y?) 
4 09 — c?m?—=0. 

(Vergl. Figur 15). Dieselbe liegt zur x«--Axe und zur y-Axe 
symmetrisch, die beiden Axen werden in anderen reellen Punkten 
als den oben genannten von der Kurve nicht getroffen. Schreiben 
wir die Gleichung (42) in der Form: 


so erkennen wir, dass die Kurve aus zwei Teilen besteht, da 
die 2. Quadratwurzel sowohl positiv wie negativ genommen 
werden kann. Ferner erstreckt sich die Kurve nach der positiven 
und negativen Seite in’s Unendliche. Beide Teile der Kurve 
bestehen wieder selbst aus zwei getrennten Ästen. 


Was den 2. Brennpunktsort anbetrifft, der durch die 
Gleichung: 
20202 — 202 yE — 2ct + mt—=0o 
vorgestellt wird, so wird derselbe eine gleichseitige Hyperbel 
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sein, welche den Punkt O zum Mittelpunkt hat, und deren Axen 


> a 
gleich PATER sind, wenn m* >2c* ist, und gleich 


4__ m*# 
ne wenn mt<2c# ist. 

Im ersteren Falle ist die y-Axe die Hauptaxe, im letzteren 
die x die Hauptaxe.. Wird m?=2c*#, so zerfällt die Hyperbel 
in zwei Geraden: + y=o und £— y=0. 


c. Zuletzt haben wir uns mit der Kurve zu beschäftigen, 
die durch Gl. (41) vorgestellt wird, wenn e>m ist. Stellen 
wir die Gl. (41) in der Form auf: 


(50) YTT N A ran Vr+ an 


so sehen wir, dass y nur reell ist für & zwischen +Ve + m? 
und +yc2 —_mz2 (vgl. Fig. 16). 
Die «-Axe wird in 4 reellen Punkten geschnitten: 
=+y24m, 2=—-Ve®-+ m 
= +y®— m; ?=—Ve — m? 
Die Kurve liegt ferner zur x-Axe und y-Axe symmetrisch, 
sie wird daher aus zwei congruenten Ovalen, zu beiden Seiten 
der y-Axe gelegen, bestehen. 


Die beiden geometrischen Orter der Brennpunkte waren 
oben gefunden als: 
(42) ent + eyt—6erty?—2cte?+2cty? +mtar®—mty?+c°—c’mt=0 


(43) ana 2eP—2crtm N) 
J 


Die Gl. (43) stellt die beiden Axen vor und eine Hyperbel, 
bezüglich deren Eigenschaften wir auf (b) verweisen. 


In betreff der Kurve (42) ist leicht einzusehen, dass die- 
selbe für ce>m aus 4 getrennten Ästen besteht, welche die 
x-Axe in 4 Punkten schneiden und sich nach der positiven, 
resp. negativen Richtung ins Unendliche erstrecken. 
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2. Geometrische Eigenschaften der Brennpunkte. 


Im vorigen Abschnitte haben wir an mehreren Beispielen 
der Kurven 3. und 4. Ordnung die Anzahl und Lage der Brenn- 
punkte bestimmt. Wir wollen nun zeigen, wie auf Grund der 
durchgeführten Bestimmungen die geometrischen Brennpunkts- 
eigenschaften der betrachteten Kurven herzuleiten sind. Als 
Beispiele wählen wir die semicubische und die cubische Parabel, 
weil diese Kurven in ihren Eigenschaften den Kegelschnitten 
ähnlich sind, 


a. Die semicubische Parabel. 


Wird die Gleichung der semicubischen Parabel wieder in 
der Form angenommen: 
pP=r, 
so können wir die Gleichung einer Tangente in der Form 
schreiben: 


1 u ar a. ; 
(1) 4 (m 


wo Y und X die laufenden Coordinaten sind, und der Punkt 
(x,y) den Berührungspunkt bedeuten soll. Die Gleichung (1) 
liefert uns eine Eigenschaft der semicubischen Parabel, die bei 
der gewöhnlichen Parabel zweiter Ordnung, sowie bei der 
cubischen Parabel ihr Analogon hat. Bekanntlich wird die 
Subtangente einer Kurve in ihrer Länge durch das Produkt 
der Ordinate des Kurvenpunktes mit der Cotangente des 
Neigungswinkels der Tangente bestimmt. Bilden wir dies Pro- 
dukt, so erhalten wir: 


als Länge der Subtangente, welche also hier ebenso wie bei 
der gewöhnlichen Parabel zweiter Ordnung gleich einem con- 
stanten Teil der Abscisse ist, unabhängig von dem Parameter 
der Kurve*). Die von der semicubischen Parabel bewiesene 


*) Of. Salmon, „Analyt. Geometrie der Kegelschnitte 1860°%. Art. 212. 
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Eigenschaft lässt sich in gleicher Weise von der cubischen 
Parabel darthun, sodass für alle drei erwähnten Parabeln der 
Satz gilt: „Die von einem Punkte der Abcissenaxe an eine 
Schaar von Parabeln derselben Art mit gleichem Coordinaten- 
anfangspunkt gezogenen Tangenten berühren diese Schaar in 
Punkten, welche auf einer zur x&-Axe Senkrechten liegen.“ 


Aus dem Ausdruck für die Länge der Subtangente ergiebt 
sich das Teilverhältnis des Winkels zwischen dem von einem 
Kurvenpunkte nach dem Rückkehrpunkt der semicubischen 
Parabel gezogenen Radiusvector und der Ordinate durch die 
Tangente im Kurvenpunkte mit Hülfe der Gleichung: 

(2) i s 2:0 tyd:tga; 
hierin ist S{% der Winkel zwischen Radiusvector und Ordinate, 
o% der Winkel zwischen Tangente und Ordinate (vgl. Fig. 17). 
Die Gleichung (2) lässt sich in der einfacheren Form schreiben: 
iga:tg%—=2:8. 

Bei der gewöhnlichen Parabel zweiter Ordnung lautet be- 

kanntlich die entsprechende Formel: 
tgo:tgd%—=2:1 

Auf eine ähnliche Weise ist es möglich, den Winkel zwischen 
Brennstrahl und Tangente durch den Neigungswinkel der Tangente 
zur Abcissenaxe auszudrücken. Bezeichnen wir den zuerst er- 
wähnten Winkel mit ®, den zweiten mit rt und nehmen auf der 
semicubischen Parabel, deren Spitze in O sei, und welche den 
Punkt F als Brennpunkt habe, einen Punkt A so an, dass seine 
Tangente die Linie AC ist und die Subtangente die Strecke BC, 
so folgt aus dem Dreiecke ABF: 

BF: BC=tg (90 — +0) :t9 (90—t); 


oder: ng 
er al tg 0 + cotr 
2° (l—cotrtgö)cott 

gr 


d Ba /a . 
Da nt ge=H /: ist, so lässt sich die letzte 
dx 2 yp 
Gleichung auf die Form bringen; 

3% 
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Bud ug Coke 
a Teotr —_tgOcoter’ 
cotz + cot?r tg tg®r 


(3) IT en Ba oe 

Durch die Gleichung (3) ist der Winkel zwischen Brenn- 
strahl und Tangente durch den Neigungswinkel der Tangente 
zur «-Axe ausgedrückt. Wir sehen aus dieser Gleichung, dass 
einem bestimmten Werte von ® im Allgemeinen vier Werte 
von tentsprechen, dass also allgemein vier Tangenten existieren, 
welche mit dem zugehörigen Brennstrahl den gleichen Winkel 
einschliessen. Für den Wert 148 =0 giebt es jedoch nur 
drei Tangenten, von welchen nur die eine reell ist, welche dem 
Wert t4t=( entspricht, während zu den beiden Werten tgr—=+i 
nur imaginäre Tangenten gehören. Wollte man aus der Gleichung 
(3) die Bedingungen aufsuchen, unter denen eine Tangente auf 
ihrem Brennstrahl senkrecht steht, dadurch dass man 

2tgtr + 3tg’r+1=0 

setzt, so würden sich für {gt nur imaginäre Werte ergeben. 
Eine reelle Tangente kann daher niemals auf ihrem Brennstrahl 
senkrecht stehen. Dieses Resultat entspricht der Untersuchung, 
welche man über den Maximalwert von ty ®@ anstellen kann. 
Mit Hülfe der Differenzialrechnung lässt sich zeigen, dass der 
Winkel ® ein Maximum wird für ctt—=-+y3; der grösste 
Winkel, welche eine Tangente mit ihrem Brennstrahl bilden 
kann, ist daher gleich 19° 28° 16. 

Bei der Parabel 2. Ordnung steht im Scheitel die Tangente 
auf dem Brennstrahl senkrecht; denn die der Gl. (3) in diesem 
Fall entsprechende Gleichung lautet: 

WO —1gr*) 

Es sei ferner die Aufgabe gestellt, die Fusspunktkurve der 
von dem Brennpunkte auf die Tangenten gefällten Lote zu be- 
stimmen, so haben wir wieder die Gleichung der Tangente in 


der Form: In 
a Var 


*.Salmon, Kegelschnitte Art. 219. 
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Die Coordinaten des Fusspunktes eines von dem Brenn- 


27 pP, y=0o auf die ‚Tangente gefällten Lotes 
können wir dann in der Form aufstellen: 


EAlge er VE 
a A 


punkte: = — 


4p 
31 /z 4 11/2 et 
Se ae x = 20 ——p 
| er m | let: 
yY= 0% Br A enmoee 
ARE Bea x.p 


Eliminieren wir aus diesen Gleichungen die Grösse x, so 
erhalten wir nach einer kleinen Reduction als den gesuchten Ort: 


eye ya— np 42 ,p3. 

Wir haben also das bemerkenswerte Resultat, dass der 
Ort der Fusspunkte der von dem Brennpunkte einer semicubischen 
Parabel auf die Tangenten gefällten Lote eine Parabel zweiter 
Ördnung ist, deren Scheitel vom Brennpunkt gebildet wird, und 
die zur x-Axe symmetrisch liegt. Der Parameter dieser Parabel 
ist der 4. Teil des Parameters der ursprünglichen Parabel, als 
deren Evolute die zu Grunde gelegte semicubische Parabel zu 
betrachten ist (vgl. Fig. 18). 


Der entsprechende Satz bei der gewöhnlichen Parabel 
zweiter :Ordnung lautet: „Der Ort des Fusspunktes des vom 
Brennpunkte auf die Tangente gefällten Lotes ist eine gerade 
Linie*)“ ; er lässt sich auf dieselbe Weise beweisen. 

Von Interesse ist es, mit diesem Ergebnis die Fusspunkt- 
kurve der von dem Scheitel der semicubischen Parabel auf die 
Tangenten gefällten Lote zu vergleichen. Wir erhalten näm- 
lich als Coordinaten eines Fusspunktes in diesem Falle: 


*) Cf. Salmon, Kegelschnitte Art. 222. 
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El ale ee 
ie Da : 
I a 


Durch Elimination von & erhalten wir sodann den gesuchten Ort: 
27 yt+ 270? y'? — Apa?—0, 

eine Kurve, die den Coordinatenanfangspunkt zum dreifachen 

Punkt hat, zur x-Axe symmetrisch liegt, sich nur nach der 

positiven Seite der x-Axe hin erstreckt und hier ins Unendliche 

geht. Im Coordinatenanfangspunkt schmiegt sich diese Kurve 

an eine Parabel: 


= S-D2 
97 


an, welche der oben erwähnten Brennpunktsparabel congruent ist. 


b. Die cubische Parabel (vgl. Fig. 29). 


Wir nehmen die Gleichung der cubischen Parabel in der 
Form an: 

(5) ; UM. 

Die Gleichung einer Tangente lässt sich dann in der Ge- 
stalt erhalten: 

(6) Y—=3m?2?X — 2y. 

Die Gleichung (6) zeigt, dass die Tangente die y-Axe in 
einem Punkte schneidet, der doppelt soweit vom Coordinaten- 
anfangspunkt entfernt ist als der Berührungspunkt der Tan- 
gente von der x-Axe. Die Construction der Tangente in einem 
gegebenen Punkt der cubischen Parabel unterliegt demnach 
keiner weiteren Schwierigkeit. 

Die Gleichung des vom Coordinatenanfangspunkt nach einem 
Punkte (x, y) der Kurve gezogenen Radiusvector ist: 


n-y= ka); 


die Tangente des Neigungswinkels dieses Radiusvector zur 
x-Axe hat also den Wert: 


tg © — — mx, 
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während der Tangente des Neigungswinkels der in (x, y) ge- 
zogenen Tangente der Wert zukommt: 
gt —=83m? zT”. 
Somit haben wir: 
(Iy*. k WOstgc—1:9, 
die Tangenten der Neigungswinkel des Radiusvector und der 
Tangente zur x-Axe verhalten sich also wie 1:3. 

Um nun einige Relationen unter dem Winkel zwischen 
den Brennstrahlen und dem Neigungswinkel der in dem be- 
treffenden Kurvenpunkte gezogenen Tangente zur x-Axe abzu- 
leiten, erinnern wir zunächst daran, dass wir als einen der 
beiden Örter der Brennpunkte der eubischen Parabel die Geraden: 

—y=(0 

erhalten haben. Dieser Ort ist frei von der Grösse m; daraus 
ist zu schliessen, dass alle cubischen Parabeln mit dem- 
selben Wendepunkt ihre reellen Brennpunkte auf der Geraden 
x — y=( liegen haben, welche Grösse ihren Parametern auch 
zukommen mag. Wir können aus diesem Grunde auch die 
Gerade &—y=0 als die Hauptaxe der cubischen Parabel be- 
trachten, eine Annahme, die auch durch mehrere andere Eigen- 
schaften dieser Linie weiter unterstützt wird. Die Gleichung 
der Kuve bezogen auf die Linie &— y=0 als Abecissenaxe und 
eine zu ihr im Wendepunkt errichtete Senkrechte als Ordinaten- 
axe hat die Form: 


2 3 
m B) B) m 
z+y— — 2? + — m?’ y— — m?cy?+ — y’—0. 
2 2 2 2 
Führen wir nun einen neuen Parameter « derart ein, dass « 


den absoluten Abstand eines der beiden Schnittpunkte der 
Kurve mit der neuen x&-Axe vom Wendepunkt vorstellt, sodass 


NR: URN 
er v2 ist, so können wir die Gleichung der cubischen 


Parabel in die Gestalt bringen: 
aa +y)— a —y)’—0. 
Wir haben die Koordinaten eines Punktes der Kurve somit 
als eine algebraische Function ihrer halben Hauptaxe dargestellt. 
Als ein weiterer Grund für die Annahme, dass die Linie 
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x—y=0 als Hauptaxe der cubischen Parabel zu betrachten ist, 


mag der Umstand erscheinen, dass die in den Endpunkten dieser 


Axe gezogenen Tangenten die Axe bei allen cubischen Parabeln 
unter demselben Winkel schneiden, dessen Tangente gleich 3 ist, 
wie sich aus der Gleichung (3) für = 45° ergiebt; der erwähnte 
Neigungswinkel hat eine ungefähre Grösse von 71° 33° 54". 
Aus der oben entwickelten Länge der Hauptaxe ergiebt sich 
nun eine einfache Construction der Brennpunkte. Man schneide 
nämlich die Kurve durch eine Gerade, welche im Inflexionspunkt 


mit der Inflexionstangente einen Winkel von 45° bildet. Teilt 


man dann die Strecke der Geraden vom Inflexionspunkt bis zum 
betreffenden Schnittpunkt in dem Verhältnis von u so sind 


die Teilungspunkte die Brennpunkte; denn der Abstand der 
Brennpunkte vom Coordinatenanfangspunkt ist gleich: 

2 1.0, 2 

3m 3 3/3 
Wenn wir die Gleichung einer Tangente aufstellen wollen, welche 
von einem Brennpunkt ausgeht, so können wir zunächst die 
Schnittpunkte einer durch den Brennpunkt gehenden Geraden 
mit der cubischen Parabel bestimmen, und dann die Bedingung 
aufstellen, unter der zwei der Schnittpunkte zusammenfallen. 
Die Gleichung einer Geraden, welche durch den Brennpunkt: 


ei 
mV HIT zn 3 


geht, hat die Gestalt: 


Er 14 2 
vB. 


wo x und y die laufenden Coordinaten sind, und 5 die Tangente 
des Neigungswinkels der Geraden mit der x-Axe bedeutet. 
Verbinden wir mit dieser Gleichung die der cubischen Parabel, 
so haben wir die Discriminante der Gleichung: 


1 5 | 
2 nd DER BEE wer = 
m? x? — ba 4 neh I—) 


gleich Null zu setzen, um auszudrücken, dass zwei Schnittpunkte 
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zusammenfallen, d. h. dass die Gerade eine Tangente wird. 
Wir erhalten dann zur Bestimmung der Grösse b die Gleichung: 


lt Se) (b>-1)=0. 


Dieselbe Gleichung erhalten wir auch für die Grösse bı, 
als die Tangente des Neigungswinkels der vom zweiten Brenn- 
Bankier 2 —y— ._ = an die Kurve gezogenen Tan- 


gente. Wir können hieraus zunächst schliessen, dass die beiden 
Tangenten parallel sind. Da die Gleichung ferner von dem 
Parameter m frei ist, so wird der Winkel, den die von einem 
Brennpunkt gezogene Tangente mit der x-Axe bildet, bei allen 
cubischen Parabeln mit demselben Wendepunkt constant sein, 
die Tangenten werden also auch sämtlich parallel sein. Hieraus 
folgt, dass bei einer Schaar von cubischen Parabeln die Länge 
der von den Brennpunkten gezogenen Tangenten — vom Brenn- 
punkte bis zur <-Axe gerechnet — sich wie die Abstände der 
betreffenden Brennpunkte vom Coordinatenanfangspunkt verhalten. 
Wir werden weiter unten beweisen können, dass auch die 
Länge dieser Tangenten bis zum Berührungspunkt dem erwähnten 
Verhältnis genügen. 

Aus der Gleichung (8) erhalten wir für 5 den Zahlenwert 


b -; und 5»=-+i; nur dem ersten Werte entspricht eine reelle 


Tangente, und zwar wird diese unter einem Winkel von 
26° 33° 54° gegen die x-Axe geneigt sein. 

Wir hatten oben als Neigungswinkel zur &-Axe der ım 
Endpunkte des Durchmessers an eine cubische Parabel gezogene 
Tangente den Winkel 71° 33°54° gefunden. Somit bildet die 
Brennpunktstangente mit der Tangente im Endpunkt des Durch- 
messers bei allen cubischen Parabeln den constanten Winkel 
von 45°. 

Es ist nun auch möglich, den Ort der Berührungspunkte 
der an eine Schaar von cubischen Parabeln von einem Brenn- 
punkte aus gelegten Tangenten zu bestimmen. Setzen wir 
nämlich für 5 den soeben gefundenen reellen Wert ein, so wird 
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die von dem Brennpunkt an die Kurve gelegte Tangente durch 
die Gleichung dargestellt: | 
1 1 2 
re len 
Aus dieser Gleichung ersehen wir zunächst, dass der Ab- 
schnitt der Tangente auf der Ordinatenaxe gleich der halben 
Ordinate des Brennpunktes selbst ist; diese Bemerkung ermög- 
licht sofort die Construction einer Brennpunktstangente. Nehmen 
wir ferner zu der letzten Gleichung die Gleichung der cubischen 
Parabel hinzu, so erhalten wir die Coordinaten des Berührungs- 
punktes: 


Se. 
(9) NET ng Ye 97' 


me” 6mys | 
Die Coordinaten des Berührungspunktes der vom zweiten 


Brennpunkt gezogenen Tangente ergeben sich auf dieselbe 
Weise als: 


11/a /2 11/8 
10) . Rat: m NV Im 97° 
ae 1 . — 1 
me me 
Durch Elimination der Grösse m aus (9) oder (10) erhalten 
wir eine Gleichung, welche den Ort angiebt, auf welchem die 
Berührungspunkte der von den Brennpunkten an die Parabel- 
schaar gezogenen Tangenten liegen. Ohne Rücksicht darauf, 
von welchem der beiden Brennpunkte die Tangenten gezogen 
werden, erhalten wir den Ort in der Gleichung dargestellt: 
—=b6yY 
Die Berührungspunkte liegen somit auf einer Geraden, welche 
durch den Wendepunkt geht. Hieraus schliessen wir, wie wir 
oben bereits andeuteten, dass sich die ganzen Längen der 
Brennpunktstangenten bei einer Parabelnschaar wie die Abstände 
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der Brennpunkte vom Wendepunkt verhalten; denn diese Tan- 
genten sind sämtlich parallel und ihre Endpunkte liegen auf 
zwei sich schneidenden Linien. 
Kar D 
3m v: 


Fällen wir ein Lot von dem Brennpunkt <= y—= 


auf die Tangente: 
Y=3m?2e?X —2y, 
so wird die Länge desselben sein: 


1 2 PN 1 u Eu 
I Va" 3 NlEaEn x 
P=+ 


(11) 


die Länge des vom 2. Brennpunkte auf dieselbe Tangente ge- 


fällten Lotes ıst: 
1 93 wa 


N a 
2 v1-+ 9 mtx* 
Bilden wir das Product der Abstände (11) und (12), so ist: 
4 2 
RE PR 
13) . . DR 9 X 97 m?’ 
während die Summe: 

4m? x? 

14 a Yin Pı = 1 € 

(14) +fiı= Immo =; 1st. 


Es werde nun die Länge der Tangente vom Berührungspunkt 
bis zur «-Axe mit 7’ bezeichnet, so haben wir für den Neigungs- 
winkel « der Tangente zur x-Axe den Ausdruck: 

Y 


osina’ 


\ / 1 
y m 2 „2 1 
sına—=3m*x Pal para ist. 


Somit wird: 


wo 


(15) De @ 


Durch Elimination von x aus (9), (10), (11) ergiebt sich: 
+ 


90 
m? 
UM pe pp N 
pi 4 27 m? 1 
Bussen. oder 
m ar 1 2 
I PPıV3? Si 
En ( B a en 
P+Pı 

Nehmen wir an, dass die Tangente durch einen der Brenn- 
punkte selbst gehe, dass also z. B. Pı=0 werde, so erhalten 
wir für die Länge dieser Tangente: 

a, 1 
7 Dan. 

Das Product der Länge einer von einem Brennpunkt ge- 
zogenen Tangente mit dem Abstand derselben von dem anderen 
Brennpunkt ist also gleich dem reciproken Werte des 27fachen 
Parameters. 

Wir sind ferner im Stande, eine Relation unter dem 
Neigungswinkel zur x-Axe einer Tangente und dem Winkel 
zwischen den Brennstrahlen des betreffenden Berührungspunktes 
abzuleiten. Zu diesem Zwecke stellen wir die Gleichung eines 
von einem Brennpunkte nach einem Puncte (x, y) der Kurve 
gezogenen Brennstrahls in der Form auf: 


Be v: 
3m 3 
rue] ) MEN auGaG PER Ta WE NORGERT BRENZ Ei], 
De an Er ) 
| 3m 3 


Die Gleichung des zweiten Brennstrahls nach demselben 
Kurvenpunkt ist dann: 


T 


1 2 
Dr 3m 3 

un = (6— 2). 
N 3 


Bezeichnen wir den Neigungswinkel des ersten Strahles 
zur x-Axe mit ©, den des zweiten mit ©, so haben wir für 
die Tangenten dieser Winkel die Werte; 


) mV; MER — - N 
m 3m a 3m 3, 
--LV: Rn WIEN 
gm 3 3m 3 


1 2 4 2 

ne lung 3 ma + 3 
ER Eier 
ar 3m 3 an 3m 3 


Durch Addition dieser Gleichungen erhalten wir: 


m? nt — S 2 7mtx* 
I ZUM NEN ALMER 2 
(16) WB -+W9'—=2. nd 5 Tao 
27 m? 


Bezeichnet nun t den Neigungswinkel der im Punkte (x, y) 
gezogenen Tangente zur x-Axe, so hat die Tangente dieses 
Winkels den Wert: 

= 83m?r?. 

Durch Einsetzen dieses Wertes in die Gleichung (16) nimmt 

dieselbe die Gestalt an: 


Stg?r—2 
16) Ba En 
a 9tgr—2 
Für das Product t9®.t9@' erhalten wir den Ausdruck: 
m? x — 5 


27 m? .. 27md2°—2 
E DIN DTM 
x N re 
27 m? 
oder nach Einführung von tg r 


198.40 — 


tg? — 2 
gigr— 2. 

Setzen wir also 8-4+®' gleich einem neuen Winkel, z. B. 
gleich &, so haben wir zwischen der Tangente der Summe der 
beiden Neigungswinkel der Brennstrahlen und der Tangente des 
Neigungswinkels der Tangente im Kurvenpunkte zur x-Axe 
folgende Beziehung: 


(17) : tg = 


199.190 — 
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Da die Gleichung (17) in Bezug auf tg t vom 3. Grade ist, 
so werden im Allgemeinen für einen bestimmten Wert von a drei 
Tangenten existieren, welche der Gleichung (17) genügen. Nun 
gehören aber zu einem Wert für den Neigungswinkel einer 
Tangente jedesmal zwei Punkte der Kurve; denn die Tangente 
des Neigungswinkels ist durch eine quadratische Gleichung mit 
den Coordinaten des Berührungspunktes verbunden. Es wird 
also im Allgemeinen sechs Punkte geben, die für ein constantes 
gegebenes x der Relation (17) genügen. Da jedoch nur solchen 
Winkeln ein reelles © entspricht, deren 0, positiv sind, 
wie aus der Gleichung: 

tyt—= 3m? x? 
ersichtlich ist, so sehen wir, dass selbst den Fall voraubeRset 
dass alle drei Werte für iy r, die sich aus (17) für ein be- 
stimmtes «© > 0 ergeben, reell sind, nur zwei reelle Punkte für 
diesen Wert von a existiren. Nämlich für alle positiven Werte 
für tg a, abgesehen von 4a =, enthält die geordnete Gleichung 
(17) nur einen Zeichenwechsel ; es wird also auch nur eine reelle 
positive Wurzel für £y t geben, also auch nur zwei Kurvenpunkte. 

Für einige speziellen Werte von & seien noch folgende 
Bemerkungen gemacht. Ist der Winkel «—=90°, d. h. ergänzen 
sich die Neigungswinkel der Brennstrahlen zu 90°, so existieren 
drei Tangenten, welche die Gleichung (17) befriedigen, nämlich 
die Wurzeln der Gleichung: 

gar —tger—=(; 
diesen Wurzeln kommen die Werte zu: 
g—0; weztvVg Hi 

Ergänzen sich die beiden Winkel zu 180°, so erhalten wir 
für die Tangente des Neigungswinkels der Tangente zur x-Axe 


den Wert: | y 
It us 
4 ER B) ® 


Auf eine ähnliche Weise, wie wir eine Beziehung unter 
dem Neigungswinkel einer Tangente zu einer Coordinatenaxe 
und den Neigungswinkeln der Brennstrahlen des betreffenden 
Kurvenpunktes aufgestellt haben, können wir auch eine Beziehung 
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zwischen der ersteren Grösse und dem Winkel zwischen den 
Brennstrahlen und der Länge der Brennstrahlen ableiten. Die 
Länge der Brennstrahlen ist: 


Va) HVas=rr) 
Vet) + Vet) 


Bilden wir die Differenz der Quadrate, so ist: 


ia ne 
I met) 


— y — 


r, 
Wir haben ferner: 


ae 2) 222 _1Va7ms 
3mVy 3 \ J 


Dem 5 


tg 0 — tg 9 — 


somit wird: 
ea . 2(27m?2?— 2) (m?x?’+1) 
9 — 0 mem) 
2 (99T — 2) (ty c+3) 
97 meltgr — sh... 

Schliesslich erhalten wir eine Relation zwischen der Tangente 
des Winkels zwischen den Brennstrahlen, der Länge der Brenn- 
strahlen und der Tangente des Neigungswinkels der Tangente 
zur x-Axe von der folgenden Art: 

| I ER N AL, 
ale); S(ltge+3)(Itgr-Hig®r—4) 

Aus der Gleichung (18) lassen sich sofort die Bedingungen 
aufstellen, unter denen zwei Brennstrahlen auf einander senkrecht 
stehen. Es wird nämlich 19 (0 — 0) = » für den Wert: 

(4743) (Itgr + tg?r— 4) —=0. 

Dem aus dieser Gleichung zunächst folgenden Werte g = —3 
entspricht kein reeller Kurvenpunkt; dagegen gehören zu dem aus: 
tg? + 9I9gr—d=o 
folgende Werte t = 23° 31' 21° zwei reelle Kurvenpunkte, sodass 
also bei allen cubischen Parabeln mit demselben Inflexionspunkt 
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im Berührungspunkt einer unter 23° 31' 21‘ zur x-Axe geneigten 
Tangente die Brennstrahlen aufeinander senkrecht stehen. 

Durch Addition der Quadrate der Brennpunktsdistanzen 
eines Punktes der Kurve erhalten wir die Gleichung: 


2 
I), 


welche aussagt, dass im Allgemeinen sechs Punkte existieren, 
welche eine gleiche Summe der Quadrate der Brennstrahlen 
haben, und deren Tangenten der eben aufgestellten Gleichung 
genügen. Von diesen sechs Punkten sind jedoch nur zwei reell. 


Schluss 


Fassen wir unsere Ergebnisse kurz zusammen, so haben 
wir gefunden, dass ohne grössere Schwierigkeiten die reellen 
Brennpunkte der bekannteren algebraischen Kurven der 
3. und 4. Ordnung angegeben werden können, indem die- 
selben als solche Durchschnittspunkte von zwei geometrischen 
Örtern auftreten, die auch durch algebraische Rechnung zu be- 
stimmen sind. Wir zeigten ferner, wie sich die Anzahl der 
reellen endlichen Brennpunkte einer Kurve schon von vornherein 
feststellen lässt, wenn nur die analytischen Eigenschaften der 
Kurve, vor allem ihre Beziehungen zur unendlich fernen Geraden, 
bekannt sind. Die angeführten Beispiele werden genügen um 
erkennen zu lassen, dass die Lage der Brennpunkte meistens 
mit der äusseren Gestalt der Kurve im Zusammenhang steht, 
dass die Brennpunkte fast immer auf solchen Geraden liegen, 
die sich vermöge ihrer sonstigen geometrischen Eigenschaften 
als die Hauptaxen der Kurve bezeichnen lassen. So liegt bei 
Kurven mit einem Rückkehrpunkt ein Brennpunkt auf der 
Rückkehrtangente; ebenso liegt in der Regel ein Brennpunkt 
da, wo die äussere Gestalt eine Änderung erfährt, wie an Ein- 
biegungen, Inflexionspunkten, Doppelpunkten u. s. w. 

Was die geometrischen Eigenschaften der Brennpunkte von 
höheren algebraischen Kurven betrifft, so zeigen die beiden Bei- 
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spiele der semicubischen und cubischen Parabel hinlänglich, dass 
dieselben durchaus nicht jene einfachen Verhältnisse darbieten 
wie die Kegelschnitte; diese Eigenschaften können also lange 
nicht das Interesse in Anspruch nehmen wie die der zuletzt 
erwähnten Kurven. 

Von grösserer Wichtigkeit würde dagegen die Entscheidung 
der Frage sein, ob es unter den höheren Kurven auch solche 
confocale Kurven giebt, die sich, wie es bei confocalen Kegel- 
schnitten der Fall ist, rechtwinklich schneiden. Diese Frage ist 
von Salmon nur in Bezug auf die circularen Kurven 3. Ord- 
nung und die bicircularen Kurven 4. Ordnung dahin beantwortet 
worden, dass diesen Kurven in der That die fragliche Eigen- 
schaft zukommt*). Dagegen ist die Frage bezüglich des Ver- 
haltens der ancircularen Kurven, von denen wir im Vorstehenden 
mehrere wichtige Beispiele betrachtet haben, noch offen. Vielleicht 
bieten die vorstehend gemachten Bestimmungen ein Mittel, um 
über die Confocalität einzelner ancircularer Kurven entscheiden 
zu können. 


*) Cf. Salmon, „Höhere Kurven* Art. 278 ft, 
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Es ist mir eine angenehme Pflicht, Herrn 


Professor Dr. H. Weber 


meinen herzlichsten Dank auszusprechen für die 
freundliche Unterstützung, welche er mir bei der 
vorliegenden Arbeit hat zu Teil werden lassen. 


Lebenslauf. 
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1882 mit dem Zeugnis der Reife entlassen worden war, bezog ich die Uni- 


versität Marburg und widmete mich dem Studium der Mathematik und der 


Naturwissenschaften, setzte dasselbe im Sommer 1883 in} "Tübingen ‚sowie 
im Winter 1883—84 und im Sommer 1884 in Berlin fort und kehrte endlich 
im Winter 1884—85 nach Marburg zurück. Ich hörte während meiner 
Studienzeit die Vorlesungen von folgenden Herren Professoren und Doiei 
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‚Lehmann - Filhes, Melde, Meyer, Netto, Paulsen, Reif, W. Roser, 


Schwendener, Stegmann, H. Weber, Wigand, Zeller, Zincko- 
Ferner arbeitete ich im chemischen Laboratorium von Herren Professor 
Zincke in Marburg, sowie im physikalischen Institut zu Marburg a 
Leitung der Herren Professoren Melde und Feussner. | 
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